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Proposizione 3.33 (Numero di estensioni via identit di K(a) a K)

Dato un campo K ed a € K, con K chiusura algebrica di K, detto k il numero di
radici distinte di po(x) in K, allora:

o1,k K(a) — K con iy = idg
ovvero esistono esattamente k immersioni distinte da K (a) a K, che estendono
I'immersione di K in K per mezzo dell'identita.
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Proposizione 3.37 (Numero di estensioni di K(a) a K)

Dato a € K, con [K(a) : K] = n, si ha che Vi : K — K immersione, esistono
esattamente n estensioni di ¢ ad una immersione da K(«) a K, cioé:

o1, 0n : K(a) — K con Cilx = ¢
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Proposizione 3.46 (Caratterizzazione delle estensioni normali)

Sia I /F un’estensione algebrica (finita)®, sono fatti equivalenti:
(1) L ¢ normale.
(2) Ogni polinomio irriducibile f(x) € K[x] che ha una radice in F ha tutte le sue
radici in F'.

(3) I ¢ il campo di spezzamento su K di una famiglia di polinomi di K|[x].

“La proposizione & vera anche senza questa ipotesi, ma la dimostriamo solo in questo caso.
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Osservazione 3.68 — Non & detto che o L7) faccia LT, tuttavia sari sempre una
sottoestensione di L/I\” poiché L & ancora fissato, quindi in generale abbiamo:

se fosse che H < @, allora ovviamente avremmo LH = [7H7™" = 5(LH),
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Proposizione 3.71 (Proprieta della corrispondenza di Galois)

Dati H, S < Gal (L/ K)’ allora valgono le seguenti: \L
. ws_ o
(1) HSS < LH D IS /‘-L-L\S
(2) LHﬂS — LHLS.!I L‘"‘ L
N ans /
(3) LSH) = [HA LS. L‘
“Si intende il composto dei due campi. K
. 4

prop L (L ) . gc‘\l(Lz/v«)
Lk 1 2k N %0\ Jinde = res: 83\& ) — %al 1K

0 = (O—lL\ | J‘Lz)

fes e Y

res e sy = Lo la= K

Teorema 3.7
Per ogni primo p, 'estensione IFP"/FP ¢ normale e Gal(Fyn /F),) = Z/nZ.

Definizione 3.6. Dato p un numero primo, 'applicazione
@:]Fpn —)Fn :.’Zfl—)xp

si dice automorfismo di Frobenius

Lemma 3.8

Dato K un campo, il polinomio 2™ — 1 & separabile su K se e solo se char K { n.

Teorema 3.9
Sia ¢, € C una radice primitiva n-esima dell'unita, allora 1'estensione Q(C")/Q e

normale e Gal(Q((,)/Q) = Z/nZ*.




Definizione 3.10 (Polinomio ciclotomico). Data (, € C una radice primitiva n-esima
dell’'unita, chiamiamo n-esimo polinomio ciclotomico il polinomio minimo ®,(z) di

Cn su Q

Osservazione 3.11 — Poiché gli elementi di Gal(Q(¢.)/Q) sono
Y QGn) — Q:a— G

per 0 < k <n, (k,n) =1, possiamo scrivere ®,(z) come

Ou(z)= [[ (=z-¢h)
0<k<n
(kmn)=1

Notiamo che le radici di ®,(z) sono tutte e sole le radici primitive n-esime dell’unita
e che deg ®,, = ¢(n).

Proposizione 3.12

" —1= H@d(z)

dln

Proposizione 3.13

Siano K/ 7 un’estensione di Galois finita e L/ 7 un’estensione finita, allora
(1) K L/ 7, € un’estensione di Galois;
(2) Gal(KL/L)= Gal(K/KNL).

Dimostrazione. Consideriamo il seguente diagramma di campi, mostriamo i due enunciati
separatamente

KL

/N

/L
L

AN



Corollario 3.14
Siano K/ 7> un’estensione di Galois finita e L/ 7> un’estensione finita, se KN L = F
allora [KL: F|=[K : F|[L: F].

Dimostrazione. Consideriamo il seguente diagramma di campi

KL

/N

K L

N

F

per il Teorema delle Torri abbiamo [KL : F] = [KL : L][L : F]. Poiché Gal(KL/L) =
Gal(K/K N L) = Gal(K/F) per la Proposizione 3.13, in particolare [KL : L] = [K : F],
quindi [KL: F|=[K : F|[L: F]. d

-

-
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Proposizione 3.15

Siano K vV, K2/F estensioni di Galois finite, allora K 1K2/F ¢ un’estensione di
Galois. Inoltre:

(1) esiste un’immersione @ : Gal(K, Ky /F) — Gal(K, /F) x Gal(Ky/F);

(2) Gal(K1K»2/F) = Gal(K,/F) x Gal(K2/F) se e solo se K1 N Ky = F.

Proposizione 3.16
Sia ¢,, € Q una radice primitiva n-esima di 1 per n > 3, allora [Q({,) : Q(¢,)NR] = 2.

Osservazione 3.17 — In realta vale che Q(¢,) NR = Q(¢n + ¢ 1) Infatti il
polinomio z? — az + 1, con le notazioni di sopra, & un polinomio a coefficienti in
Q(a) che si annulla in (,, pertanto [Q((,) : Q(a)] < 2. D’altra parte Q((n) # Q(a),
pertanto [Q(¢a) : Q(a)] = 2 e quindi Q(Ga + ¢ 1) = Q(¢a) NR.
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Teorema 3.25

Lemma 3.19
Dati p un primo e f(z) € Q[z] un polinomio irriducibile di grado p, se f(z) ha
esattamente p — 2 radici reali e 2 radici non reali e K ¢ il suo campo di spezzamento

su Q allora Gal(K/Q) = S,,.

p
Lemma 3.20 (Lemma di Artin)

“ Dato K un campo e G un sottogruppo finito di Aut(K), allora K/KG ¢
un’estensione di Galois finita e Gal(K/K%) = G.

“La dimostrazione & da revisionare nella parte della dimostrazione della finitezza dell’estensione.

-

\

J

Teorema 3.22

Siano py,...,p, € Z primi distinti, poniamo K, = Q(\/p1,---,/Pn)- KfV e
un’estensione di Galois e Gal(K,,/Q) = (Z/2Z)".

\

Siano f(z) = z* + az? + b € Q[z] un polinomio irriducibile, definiamo A = a? — 4b.
Posto K il campo di spezzamento di f(z) su Q si ha:

(1) se Vb ¢ Q e VDA ¢ Q allora Gal(K/Q) = Dy;
(2) se Vb € Q allora Gal(K/Q) = Z/2Z x Z./2Z;
(3) se VbA € Q allora Gal(K/Q) = Z/4Z;

- 4
p-
Teorema 3.29 h
Dato p un primo dispari, I'unica sottoestensione di Q((,) quadratica su Q e
(1) Q(y/p) se p=1 (mod 4);
(2) Q(v/—p) se p=3 (mod 4).
\ J




