
SOLUZIONI DEL COMPITO DI ALGEBRA 1
20 gennaio 2017

1. (a) Sia p un primo e sia H il gruppo delle matrici 3 ⇥ 3 a coe�cienti in Fp della

seguente forma: A = (aij) tali che 8i vale aii = 1 e 8i < j vale aij = 0. Calcolare

l’ordine di H e dire se è abeliano.

(b) Sia n 2 N, n � 2 tale che ogni gruppo di ordine n è abeliano. Sia n = p↵1
1 · · · p↵m

m

la fattorizzazione in primi, con p1, . . . , pm primi distinti. Dire per ciascuna delle

seguenti a↵ermazioni se è vera o falsa:

i. 8i = 1, . . . ,m vale ↵i 2 {1, 2};
ii. 8i, j = 1, . . . ,m vale pi - (pj � 1);

iii. 8i, j = 1, . . . ,m vale che se ↵i = 2 allora pj - (pi + 1).

Traccia della soluzione:

2. Sia n � 3 un intero. Si consideri il gruppo An. Al variare di n trovare il più grande m
intero tale che An contiene un sottogruppo isomorfo a Sm.

Traccia della soluzione:

3. Sia dato il polinomio p(x) = x4 � 3x2
+ 4.

(a) Calcolare il campo di spezzamento K di p(x) su Q;

(b) calcolare il gruppo di Galois Aut(K/Q);

(c) calcolare il campo di spezzamento e il gruppo di Galois di p(x) su F7.

Soluzione:

(a) Il campo di spezzamento deve contenere la radice quadrata del discriminante del

polinomio di secondo grado y2�3y+4, quindi, posto � = 9�16 = �7,

p
�7 2 K.

Inoltre osserviamo che [Q(

p
�7) : Q] = 2 in quanto

p
�7 è radice di x2

+ 7 che

essendo somma di un quadrato e un numero positivo non ha radici reali e dunque

è irriducibile su Q.

In K possiamo quindi scrivere

p(x) =

✓
x2 � 3 +

p
�7

2

◆✓
x2 � 3�

p
�7

2

◆

Poniamo q1(x) =
⇣
x2 � 3+

p
�7

2

⌘
, q2(x) =

⇣
x2 � 3�

p
�7

2

⌘
.

A↵ermiamo che il polinomio q1(x) = x2 � 3+
p
�7

2 non ha radici in Q(

p
�7), che

equivale a dire che x2 � 6 � 2

p
�7 non ha radici in Q(

p
�7). Infatti, sia x =

=) VEDI DOPO

→ VEDI DOPO



↵ +

p
�7� un generico elemento di Q(

p
�7), con ↵, � 2 Q, supponendo che

x2
= 6 + 2

p
�7 avremmo ⇢

↵2 � 7�2
= 6

2↵� = 2

da cui segue � = 1/↵ e quindi, sostituendo � nella prima equazione, ↵2�7/↵2
= 6,

che non ha soluzioni in Q perché il polinomio associato y2�6y�7 ha radici 7,�1

che non sono quadrati in Q. Notiamo che il sistema ha (tra le altre) una soluzione

data da ↵ = i, � = �i e dunque possiamo vedere che ! =

i+
p
7

2 è una soluzione di

q1(x).

Quindi q1(x) non ha radici in Q(

p
�7), ma ha radici ±! in un’estensione di grado

2 di Q(

p
�7). Dunque F = Q(

p
�7,!) è un’estensione di Q di grado 4 che

contiene le radici di q1(x). In particolare per il conto visto sopra possiamo dire

esplicitamente che F = Q(

p
�7, i).

Poichè il termine noto di p(x) è 4, ovvero un quadrato in Q, il campo F contiene

anche le radici di q2(x) = x2
+

3�
p
�7

2 . Infatti, siano±⌧ le radici di q2(x), !
2⌧ 2 = 4 e

quindi !⌧ = ±2 e dunque se ! 2 F, allora anche ⌧ 2 F. Abbiamo quindi mostrato

che F = K è il campo di spezzamento di p(x), perché è generato da una radice

del polinomio p(x) e da
p
� e contiene tutte le radici di p(x). Inoltre K abbiamo

visto che ha grado 4 su Q.

(b) Poichè il campo di spezzamento ha grado 4 su Q, il gruppo di Galois G avrà

cardinalità esattamente 4. Dobbiamo determinare se G ' Z4 o G ' Z2
2. No-

tiamo che K contiene due sottoestensioni di grado 2 su Q date da Q(

p
�7) e

Q(i
p
�7) = Q(

p
7) distinte tra loro perché una reale, l’altra non reale. Dunque

G deve contenere due sottogruppi distinti di indice 2 e per questo non può essere

Z4. Ne segue che G ' Z2
2. I suoi elementi devono mandare ciascun generatore in

un elemento del suo polinomio minimo, ovvero i 7! ±i,
p
�7 7! ±

p
�7. Quindi

il gruppo è generato da:

� :

⇢ p
�7 7!

p
�7

i 7! �i
⇢ :

⇢ p
�7 7! �

p
�7

i 7! i.

(c) In F7 il discriminante di y2�3y+4 è � = 9�16 = 0 e quindi p(x) è un quadrato:

p(x) = (x2 � 5). I quadrati in F⇤
7 sono solo 1, 2, 4 e quindi 5 non è un quadrato in

F7. Ne segue che il campo di spezzamento di x2 � 5 è l’estensione di grado 2 di

F7. Dunque Il campo di spezzamento di p(x) su F7 è F72 e poiché il grado è 2 il

gruppo di Galois è Z2.

4. (a) Trovare un’estensione di Galois E1 di Q tale che Aut(E1/Q) ' Z8;

(b) trovare un elemento ↵ 2 C tale che E1 = Q(↵);

(c) trovare un’estensione di Galois E2 di Q tale che Aut(E2)/Q) ' Z4 ⇥ Z8;



(d) trovare un elemento � 2 C tale che E2 = Q(�).

Soluzione:

(a) e (b) [Seguiamo quanto già visto a esercitazione.] Sia K = Q(⇣17). Sappiamo che

G = Aut(Q(⇣17)/Q) è isomorfo a Z16, ma in Z16 vi è un sottogruppo H di indice

8, abbiamo dunque che il sottocampo E1 di K fissato da H è una estensione

di Galois (tutti i sottogruppi di un gruppo abeliano sono normali) di Q tale

che Aut(KH/Q) = G/H ' Z8. Un elemento di ordine 2 in G è definito da

� : ⇣17 7! ⇣�1
17 . Prendiamo quindi ↵ = ⇣17 + ⇣�1

17 2 KH
; possiamo considerare che

in Q(↵)[x] il polinomio x2 � ↵x + 1 annulla ⇣17, quindi [K : Q(↵)]  2. Inoltre

per costruzione Q(↵) ⇢ Q(⇣17)
H

e dunque ha grado al più 8 su Q. Dalla torre di

estensioni segue E1 = Q(↵) = KH
e che il grado di E1 su Q è esattamente 8.

(c) e (d) Abbiamo già visto a lezione, da un risultato generale per le estensioni ciclotomiche,

che Aut(Q(⇣5)/Q) ' Z⇤
5 = Z4.

Come visto a lezione, poichè 5 e 17 sono primi distinti e quindi in particolare sono

numeri coprimi, Q(⇣5, ⇣17) = Q(⇣5·17) ed è un’estensione di Galois di Q di grado

�(5)�(17) = 4·16. Inoltre, sempre per quanto visto a lezione, anche Q(⇣5) e Q(⇣17)
sono estensioni di Galois di Q e Q(⇣5) \ Q(⇣17) = Q. Il gruppo di automorfismi

Aut(Q(⇣5, ⇣17)/Q) è dato dunque dal prodotto G0
= Z4 ⇥ Z16, abeliano e quindi

con tutti i sottogruppi normali (e tutti i sottocampi che sono estensioni di Galois

di Q). Inoltre nel prodotto il fattore Z4 è inteso agire banalmente su Q(⇣17)
e il fattore Z16 è inteso agire banalmente su Q(⇣5). Sia E2 il campo fisso del

sottogruppo H 0
= {0}⇥ {0, 8}, il suo gruppo di Galois su Q è quindi isomorfo a

G0/H 0 ' Z4 ⇥ Z8. Per quanto detto su come agiscono i due fattori di G0
e per

quanto visto nel punto precedente, il campo fisso di H 0
è Q(⇣5,↵).

Consideriamo l’elemento � = ⇣5↵. A↵ermiamo che Q(�) = Q(⇣5,↵). Infatti

Q(�) ⇢ Q(⇣5,↵). Inoltre �
5
= ↵5

genera Q(↵5
) che è una sottoestensione di Q(↵).

Se non fosse che ↵ 2 Q(↵5
) allora x5�↵5

si fattorizzerebbe in Q(↵5
) con un fattore

irriducibile di grado dispari maggiore di 1. In particolare il grado del suo campo

di spezzamento, ovvero Q(↵, ⇣5), dovrebbe avere un grado su Q(↵5
) diviso da un

numero dispari, ma questo non è possibile perchè il suo grado è 4·8, cioé potenza di
2 e quindi per la torre di estensioni Q(↵, ⇣5) � Q(↵) � Q(↵5

) � Q anche il grado

dell’estensione Q(↵) � Q(↵5
) è potenza di 2. Dunque Q(�) � Q(↵, �) = Q(⇣5,↵).

Quindi, Q(�) = E2 e Aut(E2/Q) = Z4 ⇥ Z8.
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