Secondo compitino di Algebra 1
15 dicembre 2021

COGNOME € TIOMNIE: .\ttt ettt et e et et et e ettt e
Numero di matricola: ............... Aula: ...
IMPORTANTE: Non si possono consultare libri e appunti. Non si possono

usare calcolatrici, computer o altri dispositivi elettronici. Non si puo scrivere
con la matita. Ogni passaggio va motivato (eccetto che nel quiz).

Esercizio 1. QUIZ rapido (1 punto, date la risposta senza dimostrazione):
scrivere un intero m tale che il gruppo di Galois Aut(Q((,)/ Q) sia isomorfo

a Lo X Lig X Zs.
~ 156

Esercizio 2. (8 punti, con dimostrazione) Si consideri in Q[z] il polinomio
f(x) = (2° —1)(2* — 11) e sia K il suo campo di spezzamento su Q.

1. Calcolare [K : Q]
2. Descrivere il gruppo di Galois G = Aut(K/ Q).

3. Dire quanti sono i sottocampi di K che hanno ordine 4 su Q e per
ognuno di essi esibire un generatore (ossia scriverli nella forma Q(«)).

4. Considerare il polinomio f(z) = (2°—1)(2*—11) in F;[z], e determinare
il suo campo di spezzamento E su F7 e il gruppo di Galois Aut(E /F7).

(per scrivere la soluzione potete usare le prossime facciate, che sono
vuote)
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Esercizio 3. (10 punti, con dimostrazione) Sia K = Q(v/2,v/3).

1.

2.

Scrivere I'orbita di v/2 + v/3 rispetto agli elementi di Aut(/X/Q).

Mostrare che a = V2 + V3 ¢ K e determinarne il polinomio minimo
p(z) su Q.

Sia L il campo di spezzamento di p(x) su Q. Mostrare che i € L e
determinare [L : Q.

Calcolare N = Gal(L/ Q[i]).

Descrivere G = Gal(L/ Q) come prodotto semidiretto N x H per un
opportuno gruppo H.

Soluzione:

1.

Le estensioni Q(v/2) e Q(v/3) sono di grado 2 e quindi di Galois su Q.
Inoltre sono distinte perché 2 non & un quadrato in Q(v/3). Infatti se
fosse (a + \/§b)2 =2 con a,b € Q, seguirebbe ab = 0 e dunque 2 = a?
oppure 2 = 3b?, entrambe impossibili. Dunque Q(v/2,+/3) ¢ di Galois
su Q di grado 4, con gruppo di Galois non ciclico, in quanto ci sono
due sottoestensioni non banali distinte, e dunque H = Aut(K/Q) =
Z /2 x Z /2. Un generico o elemento di H ¢ determinato da

{0:ﬂ+—>:|:\/§
o:vV3— +V3

dunque gli elementi o cosi descritti sono tutti realizzati (sono al piu 4
in un gruppo di 4 elementi) e orbita di v/2 4+ /3 ¢ data da

(V3+V3,V2— V3, —V3+ 3, —V3 - V3}.

. Siha (V2+3)2=5+2V6 e (V2 +V3)* =49 + 201/6. Quindi

(V2 +V3)* = 10(vV2 + V3)? = —1.

Quindi v2+ /3 & radice del polinomio z* — 1022 + 1. Inoltre segue che
V6 € Q(\/i+ \/g) e poiché \/6(\/5—% \/5) = 3v/2+2v/3 segue che V2 €
Q(V2+V3) e V3 € (V2 +V3). Dunque Q(v2 + v3) = Q(v2,V3)



e V2 + /3 ha grado 4 su Q. Pertanto z* — 1022 + 1 & il polinomio
minimo di v/2 + v/3 su Q.
Chiaramente, siccome o? = V2 + \/g, abbiamo che

p(z) =2® — 102" + 1

annulla o. Mostrando che a ¢ Q(v/2 + v/3) ne seguira che p(x) & il
polinomio minimo di « su Q. Consideriamo ora 7 € H = Aut(K/ Q)
tale che T(\/§) = \/5,7'(\/3) — —+/3. Non & dunque possibile che a €
K C R perché aveeswo  che (7(a))? = 7(a?) = vV2—1/3 < 0, il che non
puo succedere, perché in R tutti i quadrati sono maggiori o uguali a 0.
Dunque a ¢ K e poiché p(a) = 0 abbiamo che [Q(«) : Q] =8 e p(x) &
il polinomio minimo di a.

. Le radici di ¢(z) = 2* — 1022 4+ 1 sono £v/2 £ /3. Poiché —v/2+4 /3 =
(V2+v3) e vV2 -3 =—(v2+ V3)7!, possiamo dire che le radici
di ¢(z) sono +(v/2++/3)*!. Quindi le radici di p(x) sono £a*!, +ia*".
Di conseguenza il campo di spezzamento L ¢ Q(a,ia) = Q(a, 1) > 4.
Poiché i ¢ Q(a) C R, abbiamo

[L:Q] = [Q(a,1) : Q)] [Qa) : Q] =28 = 16.

. Per cardinalita gli automorfismi in N = Aut(L/Q(%)) sono tutti e soli
quelli determinati da

a s (i)kat! keZ/4.

Chiaramente ¢ € N definito da ¢(«) = ia ha ordine 4, mentre 1) €
N definito da ¥ (a) = a~! ha ordine 2. Poiché ¢ € (p) segue che

(p)N (@) = {1} e {p) - (¥) = N. Inoltre poiché 1pyp~" = ©*, il gruppo
N ¢ isomorfo a Dy,.

. Poiché Q(i)/Q & un’estensione di Galois, il sottogruppo N di G =
Aut(L/ Q) ¢ normale e isomorfo a D, per il punto precedente.

Poiché l'estensione L/ Q(«) ¢ di grado 2, ¢ di Galois con gruppo di
Galois isomorfo a Z,. Tale gruppo non ¢ normale in G in quanto
I'estensione Q(«r)/ Q non ¢ di Galois. Poiché L = Q(«,¢) abbiamo che

Aut(L/Q(4)) N Aut(L/Q(a)) = {1}.

Ne segue che Aut(L/Q(7)) - Aut(L/Q(«v)) = Aut(L/Q) e che G =
Aut(L/ Q) & isomorfo a Dy X Z,.
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