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Esercizio 1. Sia � = (1, 2, 4, 6, 7), ⌧ = (2, 6, 7, 4) and sia G = (�, ⌧) il

sottogruppo di S7 generato da � e ⌧ .

1. Calcolare |G|.

2. Determinare il numero di 2-Sylow di G.

3. Quanti elementi di ordine 4 sono in G?

4. Quante classi di coniugio contiene G?

Soluzione:

1. Si verifica che vale la relazione

⌧�⌧�1
= (2, 6, 7, 4)(1, 2, 4, 6, 7)(2, 4, 7, 6) = (1, 6, 2, 7, 4) = �3 2 h�i.

Posto quindi A = h�i e B = h⌧i hanno ordine coprimo (5 e 4 rispet-

tivamente) quindi A \ B = {1}. Siccome B normalizza A segue che

AB è un sottogruppo di G quindi AB = h�, ⌧i = G. Ne segue che

|G| = |AB| = |A| · |B|/|A \B| = |A| · |B| = 5 · 4 = 20.

2. Siccome ⌧�⌧�1
= (2, 6, 7, 4)(1, 2, 4, 6, 7)(2, 4, 7, 6) = (1, 6, 2, 7, 4) = �3

non è una potenza di ⌧ (muove 1), segue ⌧�⌧�1 /2 B per cui B non

è normale in G. D’altra parte è un 2-sottogruppo di Sylow di G e

per il teorema di Sylow il numero di 2-sottogruppi di Sylow di G, che

chiamiamo n2, divide |G : B| = 5 quindi è 1 oppure 5. Di nuovo per il

teorema di Sylow siccome B non è normale in G, n2 6= 1 quindi n2 = 5.

Quindi G ha cinque 2-sottogruppi di Sylow.

3. Siccome B è un 2-sottogruppo di Sylow ciclico di ordine 4, tutti i 2-

sottogruppi di Sylow di G sono ciclici di ordine 4 (sono coniugati a B,

in particolare sono isomorfi a B). Ogni 2-sottogruppo di Sylow contiene

�(4) = 2 elementi di ordine 4, e ogni elemento di ordine 4 è contenuto

in un unico 2-sottogruppo di Sylow (quello che genera). Siccome n2 = 5

segue che G ha 5 · 2 = 10 elementi di ordine 4.



4. Contiamo intanto i coniugati di ⌧ . Come sappiamo ⌧ ha esattamente

|G : CG(⌧)| coniugati, dove CG(⌧) = {g 2 G : ⌧g = g⌧} è il centraliz-

zante di ⌧ in G. Siamo ridotti a trovare tale centralizzante. Certamente

⌧ 2 CG(⌧) (⌧ commuta con se stesso) quindi B ✓ CG(⌧). Siccome B ha

ordine 4 e indice 5, se CG(⌧) 6= B allora CG(⌧) = G, ma quest’ultima

uguaglianza non è vera perché come visto nel punto (1), � e ⌧ non com-

mutano e quindi certamente � /2 CG(⌧). Ne segue che CG(⌧) = B ha

ordine 4, quindi ⌧ ha |G : CG(⌧)| = |G|/|CG(⌧)| = 20/4 = 5 coniugati.

Siccome G ha dieci elementi di ordine 4 (per il punto (3)), gli elementi

di ordine 4 di G non sono tutti coniugati (altrimenti sarebbero tutti

coniugati a ⌧ , assurdo dato che ⌧ ha solo cinque coniugati). Quindi G
ha due classi di elementi di ordine 4, ognuna di cardinalità 5. Siccome

⌧�⌧�1
= �3

, ⌧ k�⌧�k
= �3k

tutti gli elementi non identici di A sono

coniugati ad � (le classi di 3
k

mod 5 sono 1, 2, 3, 4) quindi G ha una

classe di elementi di ordine 5 che consiste dei 4 elementi �, �2, �3, �4
.

C’è un unico elemento di ordine 2 in ogni 2-sottogruppo di Sylow (in-

fatti un gruppo ciclico di ordine 4 ha un unico elemento di ordine 2) e

siccome i 2-sottogruppi di Sylow sono coniugati anche gli elementi di

ordine 2 risultano tutti coniugati. Riassumendo, G ha una classe di un

elemento di ordine 1 (l’identità), 2 classi di 5 elementi ordine 4, una

classe di quattro elementi di ordine 5 e una classe di cinque elementi di

ordine 2.



Esercizio 2. Si consideri il sottogruppo A di Z4
generato da

(1, 0, 1, 0), (3, 2, 3, 0), (�1, 2, 1, 2), (1, 0, 1, 2).

1. Scrivere in una forma canonica il gruppo Z4 /A.

2. Dire se esiste una successione esatta corta

0 ! A ! Z5 ! B ! 0

dove B è un gruppo abeliano di cardinalità 10.

3. Dire se esiste una successione esatta corta

0 ! A ! Z3 ! C ! 0

dove C è un gruppo abeliano di cardinalità 10.

4. Costruire una estensione di Galois Q ⇢ E tale che Aut(E/Q) sia

isomorfo a Z4 /A.
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NEL COMPITO :

RISOLVERLO !

5 INTESI DELLA SOLUZIONE

1) In molti hanno molto bene questo punto: :
A è lo

spam on
21 delle donne di % }

-

{ % )
con mosse intere di riga e di colonna

si trova la forma di Linth ( % % 88 )
0 o 8 E

Dunque a meno di cambiamento di base .
a-- sont :| . 1:11:11 :p



e Ha = %, ✗ %, ✗%, ✗%, =È

2) Lypmiamo che esista

o → A -9> È -4 B → o

con / B / = 10 .

Notiamo che A
,
come abbiamo visto al punto

precedente, è un gruppo
abeliano libero di

rango 4 .

Dunque Y può essere rappresentato da una matrice

5 ✗ 4

t t colonne
.

.
La forma di Ynnth di tale

righe
matrice sarà ( %

° 0 °

o
da 0 0

.

8 : % % ) e mà dunque
0

NOTA : potrebbe accadere che alcuni
almeno una riga di zeri . dei di rima = 0

.

Dunque B E Heny = %mÉ
E¥, ✗

l'
ha

✗ Epi Epi × "



che
, qualunque siano i valori dy ,dr , d } ,dy ,
è un

gruppo di
cordialità infinita , in contrada!

2- ione con / B / = 10 . Dunque NON esiste una
tale successione matta corta

3) Questo è stato molto da molti .
Per
esempio con F- ( 94 ) oppure

F- = Qui, v3, Ts)
.

e
per esempio

Antalya ) ÷ Aut (0M¥) ✗ Aut (Q (% )
E %

"

× ZÌ E 4x4 × 24



Esercizio 3. Si consideri il campo K = Q(
20
p
5, ⇣5, ı).

1. Calcolare [K : Q] e dimostrare che l’estensione Q ⇢ K è di Galois.

2. Descrivere il gruppo di Galois Aut(K/Q) ed esibire dei generatori.

1) Questa prima parte è stata risolta da un buon
numero di studenti

,
usando

per esempio
il diagramma

⇒µ ← per trovare questo 4 si
può usare per esempio il

primo

Q (%) "lemma da diamante
,atti

apri
/"

è
e ricamando che [ K : Q ] = 80 .

L' estensione è di Golan perché campo di gettonato
di ×"- 5

.

2) Presentiamo il
gruppo

di Galois 6 = Aut (Hq ) .



Chiamiamo intanto 6
'
= Aut (Hq (vs ) )

e descriviamo per prima cosa 6
'

che è a. gruppo
di G

di indice 2 .

Il polinomio ×
"
-5 si fottauna an Q (& , i)

come &
"
- vs ) (✗"+E) .

Notiamo che È è radice di ✗
"°
_ V5 e che

×
"
- Ts è IRRID un Q ( 95

,
c) [×] ,

visto che

l' estensione Q ( 95 , l) E K ha grado 10 .

Allora 7 p e Ant ( k¥9, µ) ) tale che

p ( Es) = È %
perché manda % in un' altra radice del suo

polinomio minimo su Q (95 , i) .

Li nanna che
p
'

(Es ) =È LÌ e
così via si osserva che 0 (p) = 10 .



Ora studiamo Aut (Q (95¥) .

Sappiamo che ha cardinalità 8 a che è generato
da a- tale che a (7) = 9; e a-G) =i

e T tale che c- (E) = % e [ (c) = - i
con 0 (a)= 4 , o (E) = 2 e Tt=ott .

( è isomorfo a 214 ✗% ,
come

sappiamo
dalla teoria )

.

Il a.
gruppo

che fu>a Q (V5) è (o-2, e)
che è momento a % ✗% .

Per il primo
"lemma del diamante

,

i gruppi
Aut (Quaife) ) e Ant (Vale)
sono isomorfi , con isomorfismo dato dalla
restrizione

.

Gustano dunque E e è c- Aut ( Kairos ))
tali che E

/ qpg,
°
"
e ti

IQLSÈ} '



Dall' isomorfismo citato sopra ozyyviomo che

☐ (E) = o ti 1=2 e { è = ÌE
.

Allora
p , 2 e
Ì

generano
Ant (Kpmg)

con le seguenti relazioni

1)Ep E =p
-1

.
INFATTI :

E p E (7) = { p ( YÈ ) (È/ = 9s. =p
- '

(%)
E PE (c) = { pa) = E a) =L

'

=p
_ '
(c)

EPE (E) = Eppes) Elite =

NOTIAMO ADESSO che 9,0 =[ %-)
}

,
allora

= { Gits f) = -Essi -- Ess:
ma pi' (E) =p

'

(E) =È % ! .

a) Tipi =p
INFATTI



È p Ì (%-) = 9s =p ( Y s )
è pi ( v) = i =p ( b )
è pì les) = i Es 9.) =È il -9 ! ) =

= Es (- sì) =V59
, =pÈ)

Dunque , visto che È cornuta con pe con E
,

6
'
= ( p, E) × (E) E Dio ✗ 24

.

Infine , che relazione c'è fra 6
'
e 6 ?

Loyyùmno che 6
'
< 6 e ha indice 2

.

Dunque 6 = 6
' U g 6

'
unione di

2 danni laterali
.

Pur completare un insieme di generatori
basta descrivere un

g e
6 \ 6 '

Li tratta di trovare un automatismo in 6 tale
che

g (vs) = -t.



Con.siderivino l' estensione Q /9s
,

i) e K
Come sappiamo ha grado 10 .

I polmoni ✗
'°
-Vs e ✗10+ V5 sono irriducibili

in Q (95, i ) [×] dato che K si può ottenere

da Q (& ,
i ) aggiungendo a- È che è radice

di ×"- vs o È i che è radice di ✗
"
+V5

.

Lia a- ce Ant (Q ( 7- come sopra , ossia •(7)=L?
a-(c) = i .

Notiamo che a- non fuma v5 ( che è uno fissato da a-Y.
Per il Teorema 14.8 delle degenze di Aritmetica
esiste un allevamento g : K → K di a-

tale che y (Ès) =È i & 810dg
, c)
= °) .

Questo g e 6 \ 6
'

,
come volevamo

.

Account"
"in RICHIESTI

DAL

Calcoliamo le relazioni che legano g a p, E e È .

✗ TESTI

gp g-
'

(E) =p p tesi) =
= gli È%) = - i % i g (%)



(ora % = - È per cui g (%) = - g (Y:) = -9s )
= its s:

y p g-
' (c) = i

8 pg
"

(Ss ) = g p ( Y!) = g 19!) = 9s
da cui si ricava che

g ( g-
'
= È

Inoltre

g E g-
' (E) = g E (-Esi) =

=

g f-È i ) = - i Es i =È

g
E g-

'

( i ) = i

g
E g-
'

(7) = g E (E) =gas? -È
nà

g
E g-
'
= E



Infine .

gigi'ftp.g-il-esi/--g(Esi)=-Fs---j-iEs)

g-ijh-g-ih-gfij-i-j-ihgijts-I-g-ilss-t.gl'È) -95=8%17)
Danni

g-ig-1-gi.tt noia .

Ìj ' è


