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IMPORTANTE: Non si possono consultare libri e appunti. Non si possono

usare calcolatrici, computer o altri dispositivi elettronici. Non si può scrivere

con la matita. Ogni passaggio va motivato.

Esercizio 1. 1. Dimostrare che per n = 2, 3, 4 se H è un sottogruppo di

indice n in Sn allora H è isomorfo a Sn�1.

2. Sia n � 2. Dato i 2 {1, 2, .., n} sia Fix(i) il sottogruppo di Sn dato

dagli elementi che lasciano fisso i. Dimostrare che i sottogruppi Fix(i),

al variare di i in {1, .., n} sono tutti coniugati fra loro.

3. Dimostrare che anche per ogni n � 5 se H è un sottogruppo di indice

n in Sn allora H è isomorfo a Sn�1.

4. Dimostrare che in S6 esiste un sottogruppo di indice 6 non coniugato

ai sottogruppi Fix(i). [Può essere utile considerare i 5-Sylow...]

1) In generale è andato bene . Segnalo che nel coro m = 4
un sottogruppo di indice 4di 54 ha 6 elementi

.

Loyyiamo che un gruppo
di cardinalità 6 è riamato a

Zg o a S} .

Poiché però in {
,

non ci sono elementi
Leoni )

di ordine 6 ( nè 6 - cicli nei prodotti di 2- cicli e
dai)
3- cicli disgiunti ) , i sottogruppi in questione sono
isomorfi a S} . foto che esistono e sono i Fili)

.]
2) È andato abbastanza bene .



Un modo di risolverlo era osservare direttamente che
.

( li ) Fix (c) (y ) = Fix (5)

Infatti se E E Fu (c) allora se si applica
④ 5) e- ( c, ] ) a j si ottiene J . Dunque

,

(5) T ( li) e Fi (s) .

Allora 4,9 ) È (c) ( 45) E Eix (5)
e l'uguaglianza segue per motori di cardinalità
( l Eau) / = / lui ) Eni ) ( ↳ s) / = /Figl ) .
Più raffinatamente si poteva dire così :
considero l'azione di 5m su F-{ 7 , 2 , in} .
C' è un' unica orbita

, uguale a X
,

stesso
.

.

Lo sterilizzatore di i e ✗ e- Fu (c) .
Lo stabilizzatore di j c- ✗ è Ex (9) .
Due sterilizzatori di due elementi di una stanza
orbita sono

, come sappiamo
dalla teoria

, coniugati
fra loro .

3) Lia ora nes
,

e sia H un a. gruppo
di indice n .



Facciamo
ogne 5m su 5nA da sinistra

.

Questo ci dà l' omomorfismo
M : sn → Big (Sna ) = Sn

Ln Ken M
sappiamo due cose :

A) kun ti sn

B) Ku M f H .

← vale tutte le volte che un gruppo
6 agisce su Gq nelmodo standard.

Visto che si = 5
,
la A) ci lascia tre sole scelte

per Ker M :

Ker Fi =
/

{ e}
- { An } no perché . Ian / = MÈ e

11+1=4-1) ! e dato che n 75

nè > (n - 1) ! che contraddice
-

kun e lt .

\
{ Sn } No perche l'azione non

è banale
.

Allora M è INIETTIVA
.

Dunque M (H) è un s .

gruppo isomorfo ad
H e giace in Big ( Sma ) = Sn .



Che sottogruppi è P (A) ? Poiché nell' azione da
sinistra su he It vole che h . H = H

,

gli elementi di P ( H) sono biasimi un Big (SMA)
che furono la classe laterale H

.

Dunque , identificando Big (Sry ) con Sn ,
sono legazioni che fissano un elemento, diciamo 1

.

Allora P ( H) < Enti ) e per ragioni
di credulità

P( H ) = Ex (e) che è riamato a 5mi .
Dunque H è isomorfo a Sm

. y
.

4) Lia ✗ l' immune dei 5- Lgbnv di Sg .

( I suggerimenti di cena di considerare i 5- Lylow ,
ho dato comunque un punto a chi ha studiato i s . Lybnu
di 56

,
ma la cosa rilevante era considerare quelli di

Ss ) .
Come si vede facilmente, / ✗ / = 6 .

Sappiamo per Lybnv E che Ss agisce su X
per coniuga formando un' unica orbita .

Questo da' un omomorfismo :

y : Ss → Big (X ) E 5,



Come
sopra , sappiamo

che Kay ci 5g

dunque

per q =
/
/ e }

NO perché sarebbe /Jmny / = 2
\ Ag dunque le orbite prodotte in ✗

dall' azione darebbero mere cordialitàche deride 2
,
ma

sappiamo che l'è un' unicaorbita di cardinalità 6
.

\
Sg NO peché l'azione

sarebbe banale

Allora y è metano e Y ( Ss ) = H è
un > .

gruppo di 56 di condimenti 5 ! e dunque
di indice 6

. Dato che l' azione di H nn

{ 1 , 2,3 , 14,5, 6 } produce un'unica orbita , non c' è

nessun Ù fissato da tutti gli elementi di H , e
dunque H è .diremo da Fu (c) per ogni i.Dato che i coniugati dei Enlil) sono ancora
dei Ex (5) , It non è coniugato a nessuno dei Furti.



Esercizio 2 (Miscellanea). 1. Esibire un generatore v1 del sottogruppo

H = {4x + 6y = 0} di Z2
. Esibire elementi v2, v3, v4 di Z2

tali che

per ogni i = 2, 3, 4 il sottogruppo (v1, vi) ha indice i in Z2
. È possibile

trovare v4 tale che Z2
/(v1, v4) sia isomorfo a Z2 ⇥Z2?

2. Sia G un gruppo abeliano finito e sia n un intero positivo che divide |G|.
Dimostrare che esiste un sottogruppo K di G di ordine n. Dimostrare

che le soluzioni dell’equazione x
n
= e sono un multiplo di n.

3. Trovare un polinomio f(x) 2 Z2[x] tale che K = Z2[x]/(f(x)) sia una

estensione di Galois di Z2 con gruppo di Galois isomorfo a Z5.

1) In ontani : generatore (?) oppure (% )
( non ce ne sono ALTRI !) .
fa Vi basta scegliere un settore ( %) tale che

dà (? ;) ⇒ i

Dunque per esempio V2 = (f) , v3 = ( Y)
v.↳ = (E)
Dato che quando si crea la forma di Inter ( %%)
viole che di = M CD dei coefficienti di [ 3, G)
allora di = 1

. Questo mostra che non è



possibile che 21¥, E % ✗24
.

2) Come
sappiamo 6 è prodotto dei suoi p . Lylow .

Lia n=p
,

"
. . . padre | | 6 / =p

,

"
.
.
.

. p! " . . . psps

Dunque il p . Lylaw Np di 6 ha py
"
elementi

1 1

con p, 74 .

Per Sylow I so che esisti in Np,
un n . gruppo Hy tale che / Hai / =p

,

4
.

Ripetendo per ogni lit , , K trovo che

ti= H
, Ha H

,
- . HK è un a.

gruppo
di 6

di cardinalità n
.

Per la seconda parte, rimaneva subito che

S = { ✗ e 6 / ✗"= e } è un a. gruppi
di 6 dato che 6 è abeliano

InoltreÈstata n trovato. sogna
è contenuta in S visto ,

che l'ordine di ogni suo elemento

divide n
per un corollario del Tesi di Lagrange .



Allora n =/ HI | / 5 / per il tuo di Lagrange .
3) Come

sappiamo, una estensione di È di grado S
è una estensione di Galois con gruppo di Galois
isomorfo a Ig (generato dall' omomorfismo di
Frobenius F) .

Basta dunque trovare un polinomio f (× ) c- ZE [×]
IRRIDUCIBILE di grado-5 .

Bisogna che
1) non abbia radici

, dunque f ( 0) -1-0 , f (1) =/ 0 .

2) non sia ohrisilile per ✗4- ✗+ 1
,
che è

l'unico ydmomro i RRID di grado 2 un 2k£] .
I l '

NOTATE che ogni fattorizzazione in irriducibili di un polinomiodi grado 5 (che non è IRRID) include sempre a- un EunomioIRRID di grado 1 o un polinomio IRRID di grado 2 .

Con poche verifiche su
' trama

per esempio che

✗
5
+ ✗
"
+ ×

>
+ ✗2+1 è irriducibile in 24 [×]

.



Esercizio 3. Si consideri il campo di spezzamento K su Q del polinomio
x8 � 9.

1. Calcolare [K : Q].

2. Descrivere il gruppo di Galois Aut(K/Q) ed esibire dei generatori.

Punto 1. Le radici di x8 � 9 sono della forma 8
p
9⇣ i8 con i = 0, 1, . . . , 7.

Si osservi che 8
p
9 = 4

p
3 e quindi K = Q( 4

p
3, ⇣8). Sappiamo che ⇣8 =

cos(⇡/4)+isin(⇡/4) = (
p
2+i

p
2)/2. Vediamo cheQ( 4

p
3, ⇣8) = Q(

p
2, i, 4

p
3).

Il contenimento ✓ segue dal fatto che ⇣8 è uguale a
p
2(1 + i)/2. Il conte-

nimento ◆ segue dal fatto che i = ⇣28 e che
p
2 = 2⇣8/(1 + i). Quindi

K = Q(
p
2, i, 4

p
3).

Calcoliamo ora il grado. Il polinomio x4 � 3 è irriducibile per Eisenstein
e quindi Q( 4

p
3)/Q ha grado 4. Supponiamo per assurdo che

p
2 2 Q( 4

p
3).

Allora Q(
p
2,
p
3) è un campo di grado 4 (visto che 3/2 non è un quadrato

in Q) ed è contenuto in Q( 4
p
3). Ma visto che entrambi i campi hanno grado

4 devono essere uguali, ma una estensione è di Galois e l’altra no, il che è
assurdo. Quindi

p
2 /2 Q( 4

p
3). Dunque, [Q(

p
2, 4
p
3) : Q( 4

p
3)] = 2. Inoltre

[Q(
p
2, 4
p
3, i) : Q(

p
2, 4
p
3)] = 2 perché i è complesso e il campo base è reale.

Quindi,

[K : Q] = [Q(
p
2, 4
p
3, i) : Q(

p
2, 4
p
3)]·[Q(

p
2, 4
p
3),Q( 4

p
3)]·[Q( 4

p
3) : Q] = 16.

Nota: In molti avete dato per scontato che
p
2 non appartiene a Q( 4

p
3) o a

Q( 4
p
3, i). Questo non è a↵atto ovvio, andava dimostrato.

Punto 2. Sia K1 = Q(
p
2) e K2 = Q( 4

p
3, i). Il campo K1 è di Galois

su Q e ha grado 2. Il campo K2 è di Galois (è cds di x4 � 3) e ha grado
8. Se [K1 \ K2 : Q] = 2, allora K1 ✓ K2 e quindi K = K1. Questo è
assurdo per motivi di grado (abbiamo visto [K : Q] = 16) e concludiamo che
[K1 \K2 : Q] = 1. Per i teoremi di Galois abbiamo

Gal(K : Q) ⇠= Gal(K/K1)⇥Gal(K/K2) ⇠= Gal(K1/Q)⇥Gal(K2/Q).

Il gruppo Gal(K1/Q) ha ordine 2 ed è generato da � tale che �(
p
2) =

�
p
2. Il gruppo Gal(K2/Q) ha ordine 8, non è abeliano perché contiene una

sottoestensione non di Galois (Q( 4
p
3))/Q) ed è contenuto in S4. Quindi è

necessariamente D4. Sia r 2 Gal(K2/Q) tale che r(i) = i e r( 4
p
3) = i 4

p
3 e

2



sia s 2 Gal(K2/Q) tale che s(i) = �i e s( 4
p
3) = 4

p
3. Si vede facilmente che

Gal(K2/Q) è generato da r e s. Quindi

Gal(K/Q) = Gal(K1/Q)⇥Gal(K2/Q) = Z /2Z⇥D4

ed è generato da (�, 1), (1, r) e (1, s). Per essere precisi, i tre generatori sono

�1 =

8
><

>:

p
2 ! �

p
2

i ! i
4
p
3 ! 4

p
3

�2 =

8
><

>:

p
2 !

p
2

i ! �i
4
p
3 ! 4

p
3

�3 =

8
><

>:

p
2 !

p
2

i ! i
4
p
3 ! i 4

p
3

Visto che alcuni hanno risolto il punto 1 usando un’altra via, faccio vedere
velocemente come si poteva risolvere l’esericizo 1 in modo alternativo.

Dimostrazione alternativa punto 1. Sia E il cds di x4 � 3 e F il cds di
x4+3. Visto che x8� 9 = (x4� 3)(x4+3) abbiamo K = EF . Notiamo che i
e
p
3 appartengono sia a E che a F . Quindi [E \ F : Q] è almeno 4 e divide

8, cioè il grado di E.
Se fosse 8, avremmo che E = F , vediamo che è assurdo. Come visto

prima abbiamo
p
2 2 EF e se avessimo E = F avremmo

p
2 2 E. Sappiamo

che Gal(E/Q) = D4 e i sottogruppi di ordine 4 (e quindi di indice 2) sono
3, quello generato da r, quello generato da r2 e s e quello generato da sr e
r2. Quindi ci sono 3 campi E 0 tali che [E 0 : Q] = 2 e E 0 ✓ E. Visto che

p
3 e

i appartengono a E abbiamo che le tre sottoestensioni di E di grado 2 sono
Q(

p
3), Q(i) e Q(

p
�3). Ma

p
2 non appartiene a nessuno di questi campi e

quindi
p
2 /2 E. Concludiamo che [E \ F : Q] 6= 8.

Allora, [E \ F : Q] = 4 e [E : E \ F ] = [E : Q]/[E \ F : Q] = 8/4 = 2.
Allo stesso modo [F : E \ F ] = 2. Quindi,

[K : Q] = [EF : Q] = [EF : E \ F ] · [E \ F : Q]

= [E : E \ F ] · [F : E \ F ] · [E \ F : Q]

= 16.


