Compitino di Algebra 1
8 febbraio 2022

COGNOME € TIOMNIE: .\ttt ettt et et e e e e ettt e
Numero di matricola: ............... Aula: ...
IMPORTANTE: Non si possono consultare libri e appunti. Non si possono

usare calcolatrici, computer o altri dispositivi elettronici. Non si puo scrivere
con la matita. Ogni passaggio va motivato.

Esercizio 1. 1. Dimostrare che per n = 2,3,4 se H e un sottogruppo di
indice n in S,, allora H ¢ isomorfo a S,,_1.

2. Sian > 2. Datoi € {1,2,..,n} sia Fiz(i) il sottogruppo di S,, dato
dagli elementi che lasciano fisso i. Dimostrare che i sottogruppi Fiz(i),
al variare di ¢ in {1,..,n} sono tutti coniugati fra loro.

3. Dimostrare che anche per ogni n > 5 se H e un sottogruppo di indice
n in S, allora H ¢ isomorfo a S,_;.

4. Dimostrare che in Sg esiste un sottogruppo di indice 6 non coniugato
ai sottogruppi Fliz(i). [Puo essere utile considerare i 5-Sylow...]
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Esercizio 2 (Miscellanea). 1. Esibire un generatore v; del sottogruppo
H = {4z 4+ 6y = 0} di Z*>. Esibire elementi vo, v3, v, di Z* tali che
per ogni i = 2,3, 4 il sottogruppo (v, v;) ha indice 7 in 7’ B possibile
trovare vy tale che Z? /(vy,vy) sia isomorfo a Zy x Zy?

2. Sia G'un gruppo abeliano finito e sia n un intero positivo che divide |G/.
Dimostrare che esiste un sottogruppo K di G di ordine n. Dimostrare
che le soluzioni dell’equazione x™ = e sono un multiplo di n.

3. Trovare un polinomio f(z) € Zs[z| tale che K = Zs[x]/(f(z)) sia una
estensione di Galois di Zy con gruppo di Galois isomorfo a Zs.
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Esercizio 3. Si consideri il campo di spezzamento K su Q del polinomio
8
x® = 9.

1. Calcolare [K : Q).
2. Descrivere il gruppo di Galois Aut(K/ Q) ed esibire dei generatori.

Punto 1. Le radici di 2% — 9 sono della forma v/9¢} con i = 0,1,...,7.
Si osservi che v9 = v/3 e quindi K = Q(v/3,(). Sappiamo che (s =
cos(/4)+isin(/4) = (v/2+iv/2)/2. Vediamo che Q(v/3, () = Q(v/2,1, v/3).
Il contenimento C segue dal fatto che (g & uguale a v/2(1 +4)/2. 11 conte-
nimento O segue dal fatto che i = ¢ e che V2 = 2(s/(1 + i). Quindi
K =Q(v2,i,V3).

Calcoliamo ora il grado. Il polinomio z* — 3 ¢ irriducibile per Eisenstein
e quindi Q(v/3)/Q ha grado 4. Supponiamo per assurdo che v/2 € Q(v/3).
Allora Q(v/2,+/3) & un campo di grado 4 (visto che 3/2 non & un quadrato
in Q) ed ¢ contenuto in Q(v/3). Ma visto che entrambi i campi hanno grado
4 devono essere uguali, ma una estensione e di Galois e l'altra no, il che e
assurdo. Quindi v/2 ¢ Q(+/3). Dunque, [Q(v/2, v/3) : Q(+/3)] = 2. Inoltre
[Q(v/2,v/3,1) : Q(v/2,v/3)] = 2 perché i & complesso e il campo base ¢ reale.
Quindi,

(K : Q] = [Q(v2,V/3,i) : Q(V2, V3)-[Q(V2, V3),Q(V3)]-[Q(V3) : Q] = 16.

Nota: In molti avete dato per scontato che v/2 non appartiene a Q(\‘l/g) oa
Q(v/3,1). Questo non ¢ affatto ovvio, andava dimostrato. O

Punto 2. Sia K; = Q(v2) e Ky = Q(v/3,i). Il campo K; & di Galois
su Q e ha grado 2. Il campo K, ¢ di Galois (¢ cds di #* — 3) e ha grado
8. Se [K1NK,:Q =2, allora K; C Ky e quindi K = K. Questo ¢
assurdo per motivi di grado (abbiamo visto [K : Q] = 16) e concludiamo che
(K1 N Ky : Q] =1. Per i teoremi di Galois abbiamo

Gal(K : Q) = Gal(K/K,) x Gal(K/K») = Gal(K,/ Q) x Gal(K»/ Q).

Il gruppo Gal(K;/Q) ha ordine 2 ed & generato da o tale che o(v/2) =
—+/2. 11 gruppo Gal(K5/ Q) ha ordine 8, non ¢ abeliano perché contiene una
sottoestensione non di Galois (Q(+/3))/ Q) ed & contenuto in S;. Quindi &
necessariamente Dy. Sia r € Gal(K,/ Q) tale che r(i) =i e r(+v/3) = iv/3 e



sia s € Gal(K,/ Q) tale che s(i) = —i e s(v/3) = v/3. Si vede facilmente che
Gal(K3/ Q) e generato da r e s. Quindi

Gal(K/Q) = Gal(K;/ Q) x Gal(Ky/ Q) =Z /27 x Dy
ed e generato da (0,1), (1,7) e (1,s). Per essere precisi, i tre generatori sono

V2 = =2 V2 =2 V2 =2
01 =141—1 09 = Q11— —1 o3 =1+41—1
V3= V3 V3 — V3 V3 —iv/3
O

Visto che alcuni hanno risolto il punto 1 usando un’altra via, faccio vedere
velocemente come si poteva risolvere I'esericizo 1 in modo alternativo.

Dimostrazione alternativa punto 1. Sia F il cds di 2* —3 e F il cds di
x*+ 3. Visto che 2% —9 = (z* — 3)(2* + 3) abbiamo K = EF. Notiamo che i
e V3 appartengono sia a E che a F. Quindi [EN F : Q] & almeno 4 e divide
8, cioe il grado di E.

Se fosse 8, avremmo che F = F'| vediamo che e assurdo. Come visto
prima abbiamo /2 € EF e se avessimo F = F avremmo v/2 € E. Sappiamo
che Gal(E/ Q) = Dy e i sottogruppi di ordine 4 (e quindi di indice 2) sono
3, quello generato da 7, quello generato da 72 e s e quello generato da sr e
r2. Quindi ci sono 3 campi E’ tali che [F': Q] =2 e E’ C E. Visto che V3e
1 appartengono a F abbiamo che le tre sottoestensioni di £ di grado 2 sono
Q(v3), Q(i) e Q(v/=3). Ma /2 non appartiene a nessuno di questi campi e
quindi v/2 ¢ E. Concludiamo che [E N F : Q] # 8.

Allora, [ENF :Q|=4e[E: ENF]=[FE:Q]/[ENF:Q]=8/4=2.
Allo stesso modo [F': EN F] = 2. Quindi,

[K:Q|=[EF:Q|=[FEF:ENF|-[ENF:Q]
=[E:ENF|-[F:ENF|-[ENF:Q
= 16.



