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Esercizio 1. Calcolare i seguenti limiti:
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Esercizio 2. Al variare del parametro a € R dire se converge, semplicemente o assoluta-
mente, 'integrale generalizzato
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Esercizio 3. Dire per quali valori del parametro reale A > 0 esiste finito il limite della
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Mostrare che, per A = 1/3, il limite { = lima, ¢ finito e mostrare che il raggio di
convergenza R della serie > (a,, — £)z™ soddisfa la stima R > 3/e.
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successione per ricorrenza

SOLUZIONI

Soluzione esercizio 1. Applicando il Teorema di de I’'Hopital al primo limite, otteniamo
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Analogamente, per il secondo limite abbiamo

T 42 22 400 2

e dt e
lim fo — = lim 3 ( / e_t2dt> = lim | *+——F—
T——+00 <f+oo €*t2dt) z—+o00 77T " T—400 e~

T

Soluzione esercizio 2. Dato che
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I'integrale non presenta problemi in 0. Verifichiamo quindi il comportamento dell’inte-
granda per x — +00. Osserviamo che la funzione
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¢ monotona decrescente, con lim,_, . f(z) = 0. Osservando che
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per il criterio di Leibnitz abbiamo che I'integrale converge se e solo se a > 0. Per valutare

I’assoluta convergenza osserviamo che
f(x):i+0(i) per  — +00
2 x2 ’
da cui otteniamo che a,, ~ 1/n® per n — +o0, e quindi l'integrale converge assolutamente
se e solo se a > 1.

Soluzione esercizio 3. E facile verificare che la funzione Ae® —z & convessa, tende a 400
per £ — +o0o ed ha un unico punto di minimo in cui vale 1 4 log A\. Pertanto se A > 1/e
si ha che f(x) := Ae® > x per ogni z reale; se A € (0,1/e] 'equazione f(x) = x ha due
soluzioni (coincidenti se A = 1/e). Chiamiamo « la pin piccola di queste due soluzioni, e
notiamo che o > 0.

Quando A > 1/e si ha che a,41 = f(a,) > a,, ovvero a, € strettamente crescente e
dunque supa,, = lima, = ¢ € (0,400]. Osserviamo che ¢ non puo essere +00, perché in
tal caso ¢ dovrebbe essere un punto fisso per f (ovvero si dovrebbe avere ¢ = f({)).

Se A € (0,1/e], dato che f crescente, f(0) > 0 e f(a) = a, otteniamo che f([0,a]) C
[0,a]. Da questo fatto otteniamo che a,, € [0, ] per ogni n € N. Inoltre osservando che
f(z) >z Va < «a, deduciamo che a1 = f(a,) > an, ovvero la successione a,, crescente.
Visto che a,, anche superiormente limitata da «, avremo che a,, — ¢ con ¢ € [0, a]; ma
dato che deve essere ¢ = f({), deduciamo che ¢ = a.

Se A = 1/3 < 1/e ci troviamo nel secondo caso, e osserviamo che avremo a <
1. Possiamo allora ricavare il raggio di convergenza della serie calcolando il limite del
rapporto
Api1 — Q a,) — fla
L= lim 2~ = lim lan) = J(e) ):f’(a).
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D’altra parte f'(a) < f'(1) = e/3, e quindi il raggio di convergenza della serie sara

R=1/L > 3/e.



