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Esercizio 1. Si mostri che per ogni n € N 'equazione
cos(z/n) =
ha un’unica soluzione (che nel seguito chiameremo x,, ).
Mostrare che la successione (x,,) ¢ limitata, e calcolare

lim z,, lim nlogz,
n—-+o0o n—-+00

Esercizio 2. Determinare il raggio di convergenza della serie di potenze complessa

G,
1+n? '

n=1

Discutere poi la convergenza sul bordo del disco di convergenza.

Esercizio 3. Determinare a,b € R in modo che si abbia
(n®> +n)"™ —n*" =an’ +o(n’) pern — 4o

Al variare del parametro a € R, discutere la convergenza della serie
i (n2 + n)T( . n27r
(

< (m — 2arctan(n))*

n=



Soluzioni

Soluzione Esercizio 1.

Per ogni fissato n > 1 poniamo f,(z) = cos(z/n) — z. B immediato verificare che
fn € continua, strettamente decrescente (dato che f!(z) < 0 e f! ha solo zeri isolati), e
fn(0) =1 > 0 mentre f,(1) = —14 cos(1/n) < 0. Pertanto f, si annulla nell’intervallo
(0, 1), inoltre f,, non ha altri zeri, dato che f,, & strettamente crescente.

Osserviamo inoltre che

fu(l— ni) = COS (#) —1+1/n*= #(1 +o0(l)) per n— 4oo

Per il teorema della permanenza del segno questo implica che esiste ng € N tale che

fu(1— n—12) > 0 per ogni n > ng; di conseguenza per n > ng possiamo applicare il teorema

degli zeri a f, sull’intervallo [1 — =5, 1] ottenendo che

1
l——= <z, <1 Vn2>ng;
n

e quindi, per il teorema dei due carabinieri, possiamo concludere che

lim z, = 1.
n—+o0o

D’altro canto logz,, ~ z, — 1 = O(1/n?) per n — +o00 e dunque lim,,_, ,, nlogz, = 0.

Soluzione Esercizio 2.
(3+i/n)"

T calcoliamo

Per calcolare il raggio di convergenza della serie di coefficienti ¢,, :=
il limite

1
lim {/|c,| = nl_l)rfoo I3+ i/n|{ =3

n—s+00 1+ n2 -
(nell'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che vn? — 1.)
Quindi il raggio di convergenza ¢ R = 1/3, e la serie converge per |z| < 1/3 mentre
diverge per |z| > 1/3.
Quando |z| = 1/3 abbiamo che |c,z,| = wr#, e dato che (1+ Ly — &3,
Tlnf Pertanto, grazie al criterio del confronto asintotico
deduciamo che » |¢,z,| & convergente, cioé > ¢, 2, € assolutamente convergente (e quindi

possiamo concludere che |c¢,, 2, | ~

anche semplicemente convergente).

Soluzione Esercizio 3. Osserviamo che

1\7™
(77/2 + n)ﬂ' . n27r — n27r (1 4 _) - n27‘r ~ 7Tn27r71
n

(7 — 2arctan(n))® — (2 arctan <1))a s

n ne’



da cul otteniamo che

= (n2 + n)ﬂ —n’" - 2r—1+4a
Z (m — 2arctan(n))® ~ Z " ’
1 n=1

che converge, per il criterio del confronto asintotico, se e solo se o < —27.



