| METODI DI INTEGRAZIONE

In questo paragrafo verranno illustrati i vari metodi di integrazione che, pur non costituendo
un procedimento generale per effettuare I'integrazione indefinita, permettono senz'altro di
calcolare gli integrali indefiniti di estese classi di funzioni.

a) INTEGRAZIONE PER SOMMA E DECOMPOSIZIONE
Tale metodo consente di decomporre la funzione f (x) da integrare nella somma di piu

funzioni f,(X), f,(x), ..., f,(X) chesi sappiano giaintegrare. Ne segue che:

(1) b(x)dx:d(x)dx+éz(x)dx+...+d(x)dx

dove f (), f,(x), ....f,(x) sonofunzioni facilmente integrabili.
ESEMPI
3 2 . P hY N Xt x?

a) ®2x +3x° - x+1)dx-203dx+3 dx - de+0?<_7+ x3-7+x+c
b) 6:_)‘dx O—dx+05dx O'zdx+dldx:- §+Iog|x|+c

\X - 1+1 \X N1 B
o)) O_'ld —O— O—d +O—dx O><+O__1dx—

= x+logl - 4 +c
\1+X

d) O— O+—dx+ G+—d>< arctgx+0m

1N\ 2x 1 1
= arctgx+§ O+—X2dx:arctgx+z >iog|1+ x2|+c: arctgx+E><Iog(1+ x2) +c
€)

o 5
dX = S COSZXd 1. cos2x) =1 ~ stdx—=

(\)

1lea sm2x0 .
= ZXX- o+ ——>(2x 2sinxcosx) + c:—fx—smxcosx)+c

2 2 5 2

by _ N+cos2x 1 12N N o_
(’) Oid —§@+c052x)dx—§>§0x+ ostdxé_

sm2xo

2)

+c :—>(2x+23inxcosx)+c :% £x+sinxcosx) +c

1eae
2%



Si potevarisolvere |'integrale z) anche nel seguente modo:
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b) INTEGRAZIONE PER PARTI
Siano f(x) e g(x) due funzioni continue e dotate di derivata prima continuain [a, b].

Com'e ben noto risulta:

Dgf (x)>g (x)g= 1'(x)a(x) +f(x)>9'(x)
OVVero:

f'(x)=a(x) = D& (x)>g (x)g- (¥xg'(x)
Integrando oraambo i membri della precedente relazione si ottiene:

@ ()8 (ax=Cyer (Pa(Jace (G090 (N o=

N\

= 1 (30 (4 (Y (e (o

che rappresenta proprio la formula di integrazione per parti.
Si osservi che, al primo membro, la funzione integranda non € altro che il prodotto di due

fattori: f(x), fattore finito, e g(x)dx, fattore differenziale. Affinché tale formula risulti
utile, pertanto, & necessario trovare una primitiva di g(x) , cosi da rendere piu agevole il
calcolo dell'integrale che figura a secondo membro.
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avendo posto:
PE(X=¢ o P f(x)=e"
[
T 9(x)=x T9'(x)=1

Il precedente integrale non era risolvibile agevolmente se si fossero
scambiati tradi loro il fattore finito ed il fattore differenziale, ovvero se si fosse posto:

s ey i X
if'(x)=x b i f(x)==
fo(q=¢ e

tg'(x)=¢"

Infatti, in tal caso, non si sarebbe arrivati ad alcuna conclusione:
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b) (\}gxdx:éxlogxdx:xﬂogx— éx)lzdleogx— (\)cxlogx— X+C
avendo posto:
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avendo posto:

bof(x)=1 Lo (X =x
} P - _ =X
$9(x) =v1- X2 %Q(X)— T

Dunque:

~N1- ok =Xl % - (\jl-_xzdx+arcsinx+c

dacui:

N\
2d1- x2dx =x\/1- X2 +arcsin X+ ¢

ovvero:
. 2 1 2 H
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c) INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE
Siano y= f(x) unafunzione continuain [a, b] e x=g(t) una funzione continua, con

derivata primacontinua, in un intervallo [p, q] . Si supponga, inoltre, che quando t variain
[p. q]. g(t) variain [a, b] . Denotataoracon F (x) unaprimitivadi f(x), per laregola
di derivazione delle funzioni composte, si ottiene:

= Sdst(t)ﬂ - dFdf:() x=alt) g'(t)= fé (t)erg'(t)

da cui, integrando ambo i membri:

P (irre= ()& (g (1)

ossia

3 (‘)(x)dx :(‘)@maxg-(t)dt
x=g (t)

La precedente formula consente di calcolare I'integrale al secondo membro qualorasi siain
grado di risolvere quello al primo membro (atal fine & sufficiente, infatti, sostituire alla x la
funzione g(t)).

Sela x=g (t) , Oltre a soddisfare le ipotesi precedentemente enunciate,

risulta anche invertibile (& possibile, ciog, esprimeret in funzione di x: t :h(x) ), dlora:

@ QK= e ey

t=h(x)



La (3) e la (4) costituiscono, quindi, le formule di integrazione per sostituzione per gli
integrali indefiniti.
Nella (3) e nella (4) I'espressione f gg (t)gg '(t)dt s ottiene dalla

f (x)dx tramite lasostituzione x = g(t) , dacui si ottiene:
fé (t)ada(t)=f é (t)eo (t)dt
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avendo posto:
Jx=t b x=t? b dx= 2t
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avendo posto:
x=2cost b dx =- 2sin tdt
Laformula di integrazione per sostituzione, ovvero la (4), pud essere letta
nei due versi, precisamente:
P ) come nell'esempioa)
U)se f(x)>0, ponendot = f (x) e dt =f '(x)dx, si ha

6%dx: édt-:log|t|+c:Iog|f (x)|+c

com'efacile verificare conil calcolo dei seguenti integrali:

N\ N\

Op<dx e ngdx

d) INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI RAZIONALI (INTEREE FRATTE)
Riportiamo, in primo luogo alcune importante definizioni preliminari.

Definizione 1. Unafunzione del tipo:
(a) y=ax"+ax"'+..+a x+a
ove n3 1 éunnumero interoed a,, a,, ..., a,_,, a,sono costanti assegnate con a, * 0, si

dicefunzionerazionaleintera di grado n o polinomio di gradoninx.
Per n =0 si conviene chelafunzioney si riducaalla costante a, ; ne segue, quindi, che una

costante puo considerarsi come un polinomio di grado zero.

Definizione 2. Per funzione razionale fratta si intende, invece, una funzione che sia
riducibile a quoziente di due funzioni razionali intere primetraloro e delle quali quellache
figuraal denominatore non sia una costante, ovvero unafunzione riconducibile allaforma:

x"+ax" +..+a, x+a,
(b) y: ZO _ q - an 1
X1+ XM+ b, X +b
ove n3 0, m31 sono numeri interi ed a, &, ...,a,,,4a,, b, k, .., b, b sono
costanti assegnatecona, * 0 eb,* 0.

Si consideri oraunafunzione del tipo(a). In tal caso risulta:

(5) @Ux” +ax™ +.+a, x+a, )i =

= Gx”dx +(\3x”'1dx+ ot G_lxm+ (\)dx:

Xn+1 Xn X2
_ax™ ax' o a,
n+1 n 2

+ax"+c



Se prendiamo, invece, in esame una funzione razionale fratta del tipo (b), ovvero della
forma:

dove R(x), B (x) sono polinomi primi tra loro, a coefficienti reali e di grado
rispettivamente m ed n. Ci proponiamo di calcolare il seguente integrale:

©6) 28 ()
G
Se m?3 n alloradividendo, in primo luogo, il numeratore per il si ottiene che:
R (%) =Q(x) P (x) + R(x)
essendo Q(x) ed R(X) rispettivamente il quoziente ed il resto della divisione dei due

polinomi.
Quindi:

dacui, integrando ambo i membri, segue:

(6) O—‘Pl(x)dx— A (x)dx+O_‘R(X)dx

2 (X) 0 2 (X)
Intal modo il calcolo dell'integrale (6) & ricondotto a calcolo dell'integrale di una funzione
razionale intera, ossia del polinomio Q(x) e a calcolo dell'integrale di una funzione

R(x)

R (x)
denominatore.
Cio premesso consideriamo l'integrale (6) supponendo, com'é lecito in base a quanto
precedentemente esposto, che il grado di R (x] sia minore del grado di B (x) e che

razionae fratta

nella quale il grado del numeratore € minore di quello del

P, (), acoefficienti interi, sia, per comodita, della forma:
@ y=P,(X) =g X" +ax" ' +..+a, x+a,
Si noti chela(a') pud essere scrittaanche nel seguente modo:
@")  PR(x)=a(x-a,)" {x-a,)" x.. {x-a,)"
essendo gli a, (i=1,2 ..m gl zeri distinti di PR(x) ed r,r, ..,
(r+r,+ .. +r,=n) i rispettivi ordini di molteplicita Dal Teorema Fondamentale
dell'Algebra (un polinomio di grado n in una variabile possiede almeno uno zero, reale o

complesso), infatti, discende facilmente che un polinomio del tipo (a) possiede n zeri, tra
reali e complessi, purché ciascuno di sia computato tante volte quant'é il suo ordine di
molteplicita.



Se, invece, B (X) & a coefficienti reali ed ammette uno zero complesso alora, come si

prova facilmente, esso ammette anche lo zero complesso coniugato; i due zeri, inoltre,
possiedono lo stesso ordine di molteplicita. In tal caso, quindi, si ottiene:

R (X) = ao(x' al)n >(X' az)r2 X >‘(X' ah)rh xgx- ("’11"'”31)[:]Sl XéX- (al' ibl)@lSi X X
8- (a +ib B 8- (a- b g

0 anche:
@")  R()=a(x a) {x-a,)" x. {x-a,)">

>(x2 +p1x+ql]sl><... >(x2+ pkx+qk)Sk
dove:
X%+ p; X+ (j =1, 2, k) eil trinomio avente per zeri a; *ib,
N+h+ .. +0+2(s+s+ .. +s)=n
Se, pertanto, Pz(x] e della forma (a''') allora & possibile determinare, come si prova
facilmente, che esistono n costanti A, A, ...,A, B,B, ..,B,, C, G, ..,Cg,
D,, D,, ...,D,,, tali che, per ogni x diverso dagli zeri di P,(X):

Pl(X): A + A + ..+ A" +

@ R(x) x-a, x-a, X-a,
B+ B(+C | B(XC,
X +pX+g X +px+q,  X+pX+q

L4 DX +DX""+ . +D,x+D
dx T(x)

dove:
T(x) =a, (x- a;)" " {x- a,)* "x... {x-a,)" "
>(x2 +px+ oﬂ)srlx_. >(x2+ pkx+ok)s“1
néil grado di T(x) diminuito di un'unita
La determinazione delle costanti, infine, si effettua nel seguente modo: si esegue la

derivazione indicata nel secondo membro della (g) e poi si riduce il secondo membro ad
un'unica frazione avente per denominatore proprio B, (x) , Cosi da ottenere un'espressione

del tipo:

*)

essendo M (x) un polinomio i cui coefficienti contengono le costanti da determinare. Dalla
(*) segue, quindi, che:



Applicando orail principio di identita dei polinomi, ovvero uguagliando i coefficienti delle
potenze simili di B (x) ed M (x) si ottiene un sistema avente per incognite esattamente le

costanti desiderate.
Determinate |le costanti, risulta:

(d \Pl(x)dx:Ai A +A A& + .. +A A X +
Cx* *C="0=" "0
+‘Bl()+C1 "+\B() C&dx+
+p1X+q1 "+ px+q
DX +D,X"'+ .. +D x+D,,,
T(x)

Inbasealla (d) il calcolo dell'integrale (6) € ricondotto al calcolo degli integrali:

N\ a
@) O: ax

N\ ax+b

(8 7 dx
+pX+q

cona,b,a,p, gcostanti e p*- 4q<0.
Nesegue quindi, che:
~ dx=a A O =alog|x-a|+c

-a (; a
mentre:
N\ ax+b 1 22X ax+b) 1 \ax+2b+ap-ap . _

O a2 5 a ™ 20 7o meq

N\aXq 2x+p)+2b- -
_1ax{2x+p)+2b-ap  _a 2P g, ap -
"2 X + px+q T2 ? + px+q 202+px+q

_a \d(x +px+q)dx+23_ ap X dx  _
X+ px+q 2 02+px+q
a ap N\ dx
= _log|x? + px +
2 0g| P q| 02+px+q
Calcoliamo ora, a parte, I'integrale che figura all'ultimo membro, osservando che:
2 2 2.2 2
- - 4q9- p
X2+ px+ =X + x+p_-£+ _a?(+£9 + 4 P
X e Y A



4
P_ -
E_D =} dx = Ddt

Si ottiene:

Ddt 1 \dt 1

G + pX+(q (}D2+D2 - Dm--arctgﬁc--arctg

2 2xX+p
= =arc ctg +cC
RN e
Dunque:
N\ ax+b

2b- ap arclg 2x+p

Jaa- p° - 4q- p?

L'integrazione delle funzioni razionali & cosi completata. Possiamo semplicemente
aggiungere che il calcolo dell'integrale (6) si sa eseguire a meno di difficolta di natura
algebrica consistenti nella determinazione degli zeri del polinomio B, (x) .

+C

2+px+qd ——Iog|x + px+q|+

ESEMPI

- 3x+
a) \X 3X 1 §x+2+—_dx——ix +2x- lodl- x|+ c=
- Xg 2
1.
=-5X +2x +logl - 1 +c

dopo aver eseguito I'usuale divisione tra polinomi ed aver applicato la (6') con:

R(x)=x*- 3x+1 (m=2)

Q(x) =-x+2

P,(x)=1- x (n=1) R(x)=-1

\ 1

b dx
) ()2+5x+6

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=1(m=0)

P (X) =X +5x+6 (n=2) con |D=25- 24=1>0|
per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e distinte, precisamente:
a, =-2 ed a,=-3 (nonci sono soluzioni complesse!)

10



Essendo, pertanto, P, (X) dellaforma (a"), invirtd della (g), si ottiene:

1 _ A B _A(x+3)+B(x+2) _ Ax+3A+Bx+2B _
x*+5x+6 x+2 x+3 (x+2)(x+3) (x+2)(x+3)
_ X( A+B) +3A+2B
- (x+2)(x+3)

che & del tipo (*) con:
R(x) =1, B(x)= % +5x+6=(x+2)(x+3), M(x) =x(A+B)+3A+2B
Per il principio di identita del polinomi risulta:

I A*B=0 1A=+l
13a+2B=1 iB=-1
Si avrg, infine:
AL x—1><\OIX —1><\dx = log|x+2|- log|x+3|+c=1lo |X+2|+c—
"0z "Q= ™ * Ik+3
X+2
= log|——=|+c¢C
X+3
. N\ 3x+8
b") >
- 5x+6
Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=3x+8 (m=1)
R (X) =X - 5x+6 (n=2) con |D=25- 24=1>0|
per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e distinte:
a, =2 ed a,=3 (nonci sono soluzioni complesse!)

Essendo, pertanto, P, (x) dellaforma (a'), invirtu della (g), si ottiene:
x+8 _ A, B _ A(x- 3)+B(x- 2) _ Ax- 3A+Bx- 2B _
x*-B5x+6 Xx-2 x-3 (x-2)(x- 3) (x- 2)(x- 3)
_ x( A+B)-3A-2B
- (x-2)(x-3)
che é del tipo (*) con:
R(x)=3x+8, B(x)=x*- 5x+6 =(x- 2)(x- 3), M(x) =x(A+B)- 3A- 2B
Per il principio di identita dei polinomi risulta:
| A+B=3 JA=-14
Laa-m=s ° lg=17

11



Si avra, infine:
N\ 3x+8

dx=—14\dx +17\dx =-14log|x- 2|+17log|x- 3|+ c=
(@ g 0270
|X_ql7

= log =z +C
X-
\ 1

dx
9 ( ;3- 6x°+11x- 6

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=1(m=0)

R (x)= ¥- 6x*+11x- 6 (n=3) con X - 6X°+11x- 6 =(x - 1) kx-2) Xx- 3)

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e distinte, precisamente:

a, =1, a,=2, a, =3 (non ci sono soluzioni complessel)

Pertanto:
1 A B C

616 x-1 x-2 x-3

_ A(x- 2)(% 3)+B(x- J(x- 3] +C(x-1)(x- 2) _
(x-1)( x- 2)( x- 3)

_A(¥ - 5x+6)+B(x*- 4x+3)+C(x*- 3x+2)
(x-1(x-2)(x-3)

_ X (A+B+C)+x(-5A - 4B - 3C) 6 A+3B+2C

(- )(x-9(x-3)

che e del tipo (*) con:
R(x)=1, B(x)=x-6x*+11x- 6=(x-1)( x-2)(x-3),

M (x) =x*(A+B+C)+x(-5A - 4B - 3C) +6A+3B+2C
Per il principio di identita del polinomi risulta:

| A+B+C=0 1A=}

l-5A-4B- =0 b !B:-l

i _ i
6A+3B+X =1 [P

! iC=%

Si avra, infine:
\ 1 1 xdx o xdx 1 »adx

ax == -1 += =
()3-6x2+11x-6 2U-1 -2 20-_3

:%Iog|x— 1- log|x- q+%log|x— J+c



\ 2x+1
' ax
9) (;3-6x2+11x-6

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=2x+1 (m=0)

P (x)= ®- 6x*+11x- 6 (n=3) con X - 6X2+11x- 6 =(x - 1) ¥x-2) {x- 3)

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e distinte, precisamente:
a, =1, a,=2, a, =3 (non ci sono soluzioni complesse!)

Ne segue:
2x+1 _ A B C

x%- 6x%+ 11x- 6_x-1+x-2+x-3:

_ A(x- 2)(x- 3)+B(x- 1) (x- 3) +C(x- 1)(x- 2)
(x- 1)( x-2)( x- 3)

_A(X - 5x+6)+B(x* - 4x+3)+C(x- 3x+2)

(x-1)(x-2)(x-3) -

_ X (A+B+C)+x(-5A - 4B- 3C) 46 A+3B+2C
- D(x-I(x-9

che é del tipo (*) con:

R(x)=2x+1, PR,(x)=x-6X +11x- 6=(x- 1)( x- 2)(x-3),

M (x) =x*(A+B+C)+x(-5A - 4B - 3C) +6A+3B+2C
Per il principio di identita dei polinomi risulta:

i A+B+C=0 ;:A:%
-5A-48-=2 p |[B=-5
I 6A+3B+2C =1 Ta_7

! iC=7,
Si avry, infine:

N\ 2x+1 dx-g \dx_s\dx +Z N dx
O oo 201 °02 203"
:glog|x- 1- slog|x- 2|+%Iog|x- J+c

. N\ xX°+x-8
g') 3 2
- 2X"- X+2
Risulta:

R(x) =x*+x- 8 (m=2)

B(x)=x-2x*- x+2(n=3) con [X-2x-x+2=(x+1)xx - 1) %x - 2)

13



per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e distinte, precisamente:

a, =-1, a, =+1, a, =2 (non ci sono soluzioni complesse!)
Essendo:

2

X“+x-8 _ A + B + C

X2 x+2 x+l x-1 x-2
A(x-1)(x- 2)+B(x+1)(x- 2)+C(x+1)(x- 1)
(+)(x- D(x- 2)

_A(X-3x+2)+B(¥- x-2)+C(x*- 1] (A+B+C)+ X -3A -B) +2A-2B- C

) D(x- ) G (- 2
che é del tipo (*) con:
R(x) =x*+x- 8, B (X)=x- 2 - x+2=(x+1){x- 1) ¥x- 2),

M(x)=x*(A+B+C)+x(-3A -B) 2A-2B-C
per il principio di identitadei polinomi risulta:

| A+B+C=1 | A=-4
I -3a- B=1 b IB=11
[oa-2B Cc=-8 Ilc=-6
Si avra, infine;

N\ x“+x-8 dx--4\dx +11\dx _6\dx _
= -4log|x +1|+11log|x- 1|- 6log|x- 2/+c
\ 1
dl
) P - x+1
Si osservi, in primo luogo, che:
R(x) =1 (m=0)

R(x)=x3-x*-x+1(n=3) con [¥- X - x+1=(x+1)xx-1)
Le soluzioni del polinomio B, () sono, ciog:

a,=a,=-1, a, =1 (non ci sono soluzioni complesse!)
dacui:
2
1 _ A, B C _AX-+B(x+1)(x)+C(x+1)
XX - x+1 x+1 x-1 (x-1)° (x+1)(x- 1)’
_A(X-2x+2)+B(x*- J+C(x+1) _x*(A+B)+x(-2A +C) +2A- B+C
(x+12)(x- 1)2 (x+1)(x- 1)2
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che é del tipo (*) con:

R(x)=1, R(x)=x*- x*- x+1=(x +1) fx -1)°,
M (x) =x?(A+B)+x(-2A +C) +2A- B+C

Per il principio di identita dei polinomi risulta:

| A+B=0 P00
| 2a+c=0 b .‘Bz-%
12A- B+C =1 : 5
1 C==
=75

Siavré,infine'
=i\ 1 +2 -
() X 50_ 50-_1 5 (k- 1)’
2
:—|Og|X+1| —|Og|X ]l 5(—_C

i \ X+2
R €

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x) =x+2 (m=1)

P (X)=x*- x*- x+1 (n=23) con X - - x+1=(x+1)xx-1)

per cui le soluzioni del polinomio P, (X) sono:

a,=a,=-1, a, =1 (non ci sono soluzioni complesse!)
Si ottiene, cosi:

x+2 A B C _A(Xx-1'+B(x+1)(x 1)+C(x+1) _
X=X - x+1 x+1 x-1 (x-1)° (x+1)(x- 1)

A(X* - 2x+2)+B(X* - ) +C(x+1) _ x*(A+B)+x(-2A +C) +2A- B+C
(x+1)(x- 1) ) (x+1)(x- 2)°

che e del tipo (*) con:

R(X)=x+2, B(x)=x*- x*- x+1=(x +1) ¥x -1)°,

M (x) =x?(A+B)+x(-2A +C) +2A- B+C

Per il principio di identitadei polinomi risulta:

| A+B=0 1A=0
| -2A+C=1 b [B=0
12A-B+C =1 ic=1

15



Si avra, infine:

N X+2 N\ dx N\ dx N\ o 1
dx =0 +0 +1 =-—+¢C
O 0170 Gy ™ x1

N X+
d’ dx
) ()3 X - x+1

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=x*+1(m=2)

R (x)=x%- x*- x+1 (n=3) con - X2 - x+1=(x+1)xx- 1)

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono:

a,=a,=-1, a, =1 (non ci sono soluzioni complesse!)
Quindi:

X¥+1  _ A B C _ A1 +B(x+1)(x 1)+C(x+1) _
X - x+1 x+1 x-1 (x-1)° (x+1)(x- 1)’
_A(X*-2x+2)+B(x*- J+C(x+1) x*(A+B)+x(-2A +C) +2A- B+C
) (x+1)(x- 2 ) (x+1)(x-1)°

che e del tipo (*) con:

R(x)=x2+1, B(x)=x%- x*- x+1=(x +1) $x -1)°,
M (x) =x*(A+B)+Xx( -2A +C) +2A- B+C

Per il principio di identita dei polinomi risulta:

I A+B=1 I
I’-2A+C:0 p :’B=§
Ioa-B+C =1 i
io_4
1~ 7s
Si avra, infine;
N\ X+ dX:E \dx+§ \ dx LA dx  _
(6 v 50+_1 50-_1 5 (k- 1)
2 3
—glog|x+Jj+gIog|x— 1- 51 +C
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N X
® ()2 4x+4

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=1(m=0)

R (x)=x-4x+4 (n=2) con —=4-4=0

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e coincidenti:
a,=2=a, (noncisono soluzioni complesse!)
Pertanto si puo scrivere:
dx N\ d N\ . 1
= X 2=O<- 2)dx=- ——+c
- 4Ax+4 - 2) X-2
€) AN X2 adx
( )2- 4AX+4
Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=x- 2 (m=1)

R(X)=x-4x+4 (n=2) con —=4-4=0

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e coincidenti:
a,=2=a, (non ci sono soluzioni complesse!)

Osservando adesso che il numeratore €, a meno del fattore 2, la derivata del denominatore
Si puo scrivere immediatamente:

N\ xX-2 1 \2X 2 |0 « 2
()-4x+4 (y-4x 4 g
N\ X+4

e’ dx
) ( )x2+12x+9

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=x+4 (m=1)

D
R (x)=4X+12x+9 (n=2) con ZZ36-3620

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono reali e coincidenti:

3 . I
a,=-—==a, (noncisono soluzioni complesse!)
2

Poiché il numeratore non € né la derivata del denominatore né una costante I'integrale non &
immediato.

17



Si osservi, pero, che:
D(4x? +12x+9) =8x +12

Moltiplicando e dividendo per 8 la funzione integranda ed aggiungendo e sottraendo 20 al
numeratore dellafunzione stessa, quindi, si ottiene:

N x+4 X+4) +20-20 1 \8+32+20- 20
dx== dx =
( )x PPy ()3>(4x +12x +9) 8( )4x2 +12x+9

\8X+12+20 1N 8x+12

1 1N 20

=_ ox+ — dx =
8( )xz +12x+9 80% +12x+9 80% +12x+9
1
8

éﬂ ézdxizilog|4x2+12x+9|+ﬁézdxiz

X" +12x +9 X“+12x+9 8 2 X +12x+9
:_;log(2x+3)2+%(‘3;%)2:38|og(2x+3) 5(‘))(257%)(1)(:
=—é|og(2x+3)2+— xiS) Iog|2x+3{%+—><ﬁ+c=
=Iog§‘/|m-ﬁ+c

2) ~ 21 ax (il numeratore dellafunzione integranda & pari ad uno!)

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x) =1 (m=0)

R (x)=4x+9 (n=2) con D=-144<0
echelesoluzioni del polinomio |32(x) sono compl esse e coniugate:
3. 3.
a; :E | ed a,=- E |
Essendo, pertanto, P, (X) dellaforma(a'"), invirtu della(d), si ottiene:
1
3
N1 N\ 1 \ 1 1 3N
—ax = — -dx = X = —— %= /% =
X" +9 .30, .30 2,90 422 8
? 2 E;? 2 g ? 45 4 9—- +1

—iarctgi+c —Earctgg X+C
4x§ 3 6 3
2 2
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N1
z dx il numeratore dellafunzione integranda e pari ad uno!
) Om ( €g p )

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=1(m=0)
R (X)=x*+x+1 (n=2) con [D=1-4=-3<0|

e chele soluzioni del polinomio P, (x) sono compl esse e coniugate:
-1+4/3i -1- /3
a,=——— ed a,=——
2 2
Essendo, pertanto, P, (x) dellaforma (a'"), invirtt della(d), si puo scrivere:

Y NG dx:ﬂ\/g\ 3 dx:2\/§ S
3

4
305 R x+16 2 Qezx+1t52 3 NG

BEBs W

Nel casoincui D<0 ed il numeratore dellafunzione integranda sia uguale
ad uno, allora, dette m*in leradici complesse coniugate del denominatore, si puo scrivere:

! 1 o T UEA 1
dx=— =——x dx =—arct
( l;2+bx+c an? (x mé 1 an? (x m02+1 an g
N g €n 5

N\
&€ n gz n

X-m

+C

h) N
O

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=1(m=0)

R(x)=x*-1(n=3) con x3-1:(x-1)>(x2+x+1)
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per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono:

-1+4/31i -1- 431
2 1
Essendo, pertanto, P, (x) dellaforma (a'"'), invirtd della(d), si ottiene:
1 A Bx+C _ A(X +x+1)+(Bx+C)(x- 1)
= + = =
xX-1 x-1 x*+x+1 (x-l)(x2+x+1)

=1, a,= D=-3<0

_ AP+ Ax+A+Bx’ - Bx+Cx-C _ X (A+B)+x(A- B+C)+A-C
(x- 1)(x2+x+1) - (x—l)(x2+x+1)
che & del tipo (*) con:
R(x) =1, B, (x)=x-1= (x- 1){x? +x+1), M(x) =x?(A+B)+x( A- B+C)+A-C
Per il principio di identitadei polinomi risulta:

‘IA:E
|A+B=0 ;3
[A-B+C=0 b Ig= %
I A-Cc=1 : 5
€73
Si avrd, infine, tenendo conto dell'esempio z'):
l 2
dx= 1 3dx— Iog|x 1- A X - 2 A dx

(; O_l (; +x+1 ()3+x+1 3(;2+x+1
:_1| |x]j 2 dx

3 9 ( I x2+x+1 +x+1
:iL| |x14 1 \2x+1- 1 E dx

30g 6(P+x+1 3(! x+1
:_1| x- 1 1A 2x+1 E\ dx 2 dx

309 6 e x+1 602 O +x+1
——1I |x-:||-—|o X +x+1——
_309 6 9 () +x+1

1 1843 2x+16
= =log|x ——Io X“+X+1)- = —arct ~+C=

3°9| ] 6 g(x* ) 2873 "7 :
:—1Iog|x-]|-Elog(x2+x+1)-£arctgzx+1+c

3 6 3 V3



N\ 16(2x- 1)
X
- 1)(x2 +2x+5)
Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=16(2x-1) (m=1)

R (x) =(x- 1)(x2+2x+5) (n=3

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono:

q)

a, =1, a,=-1+2i, a,=-1-2i D=-4<0

Essendo, pertanto, P, (x) dellaforma (a'"'), invirtddella(d), si ottiene:
16(2x-1) _ A Bx+C _ A(X +2x+5)+(Bx+C)(x-1) _

(x-)(x*+2x+5) x-1 X +2x+5 (x- 1)(x* +2x +5) -

_ AX® +2Ax+5A+BX - Bx+Cx- C _ x*(A+B)+x(2A- B+C) +5A- C

(x-1)(x*+2x+5) - (x-1)(x*+2x+5)
che é del tipo (*) con:
R(x) =16(2x- 1), P, (x) =(x- 1)(x +2x +5),

M (x) =x*(A+B)+x(2A- B+C) +5A-C

Per il principio di identitadei polinomi risulta:

1A+B=0 1A=2
{2A-B+C=32 p |B=-2

[ 5A-Cc=-16 lc=2

Si avra, infine, tenendo conto deII‘esempioz')'

N 16(2x- 1) \ - 2+ 26

O 1)(x? +2x+5 0_1 6 FrTe
= 2log|x- - Omdx+260m:

ologle- 1- (P22 N dx
9 (;3+2x+5 (;2+2x+5_
N\ 2x+2 N\ dx N\ oX _
= 2logx-1- (6 FEY sl § rveraiel § e

2X+2

N N\ dx
_2| =
oglx-1- ( ¥+2x+5 ( !2+2x+5
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ax

= 2log|x- 1- Iog(x2+2x+ 5)+28c\;m =

=2log|x- 1 - Iog(x2 +2x+5)+14arcthT+1+c

N xX-2x-1
+1)(x2+x+1)

i)
Si osservi, in primo luogo, che:

R(x)=x*- 2x-1 (m=2)

R, (x) :(x+1)(x2+ x+1) (n=3

per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono:

a,=-1, a2=_1+J§I, a3=_1_‘/§I D=-3<0
2 2
Essendo, pertanto, P, (X) dellaforma(a'"), invirta della(d), si ottiene:
¥ - 2x- 1 A Bx+C _A(X +x+1)+(Bx+C)(x+1)
= + = -
(x+1)(x2+x+1) x+1 x2+x+1 (x+1)(x2 +x+1)

_ A+ Ax+ A+ B +Bx+Cx+C _ X’ (A+B)+x(A+B+C) +A+C
(x+1)(x2+x+1) - (x+1)(x2+x+1)
che e del tipo (*) con:
R(x)=x*-2x-1 B, (x)=(x+ l)>(x2 +x+l] , M(x) =x*(A+B)+x( A+ B+C) + A+C

Per il principio di identita dei polinomi risulta:

| A+B=1 jA=2
{A+B+C=-2 b [B=-1
1 A+C=-1 ic=-3

Si avra, infine tenendo conto deII‘esempioz')'
\ -2x-1 N\ -X-3

@<+1) x +x+1 O_l ( F+x+1 -
= 2log|x +1]- Gmdx- 3%:

_ \ 2X N\ odx
= 2log|x+1]- O x2+x+1dx- 302+x+1_

1 \2x+1-1 N\ dx

= 2log|x +1]- —07+X+1dx- 3072+x+1:




2x+1 1 N dx N\ odx
—2log|x+1|-5( l +x+1x+§GZ+x+1 302+x+1_
ax

1, 5\
=2log|x +1- EIog(x +x+1)— EOm:

= 2log|x +1- Elog(x +x+1)-§§i arctg 2x+10

+t+Cc=

3 5

= 2log|x+1- —Iog(x +x +1)- @arctgj,]zf/_;1

Analizziamo ora, invece, attraverso degli esempi, il caso in cui il numeratore sia un
polinomio di primo grado e non siala derivata del denominatore.

+C

ESEMPI
N\ X+1
2+4X
Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=x+1 (m=1)
R(x)=xX+4 (n=2) con
per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono complesse e coniugate:
a, =2i ed a,=-2i
Essendo, pertanto, P, (x) della forma (a'"), in virtd della (d) e della precedente
0Sservazione, si puo scrivere:

k)

N\ X+1 _
0= O O™~ O™ O™
:—Iog X2 +4 O—dx——log X +4)+—wCI
0,1
&25
1
=110 (x2+4)+£><2\ 2 x=21o x+4 ax =
2% 4(§g+1d Al (E
&25 82;21
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N\ X-3
k' ax
) ( ;2+x+4

Si osservi, in primo luogo, che:
R(x)=x-3 (m=1)

R(X)=x*+x+4 (n=2) con [ID=1-16=-15<0|
per cui le soluzioni del polinomio P, (x) sono complesse e coniugate:

-1+4/15] -1- 15
M . BT

Essendo, pertanto, Pz(x) della forma (a@'''), in virtu della (d) e della precedente
osservazione, Si puo scrivere:

N x-3 2qx- 3) 1A 2x-6  _1AX-6+7-7,
(@ el | !>(x +x+4) 2 Qexia 2K+ x+a
=1 AL Io X +x+4)— T dx =
2() XA (; +X+4 g 2()2+x+4
= Iog(x2+x+4)-—xi dx =
15 18
4 GXFT+
¢—=2+ +1
éﬂi
2 o
1
JiE 15
7 1 15N
= Jlog (X +x+4) - == dx =
ol 25 Q13
4 ¢X* o
(T
é 2 a
(x2+x+4) 14J— \/_5 dx 1,Iog(x +x+4)—7—\/_5 cthX+1+c
2 x+1o +1 V15

Riportiamo, con la presente osservazione, un quadro completo relativo alla
decomposizione delle frazioni algebriche (integrande):
1 = A + B (cfr. esempio b))
(x-a,){x-a,) x-a, x-a,
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- fr. iob'
(X—a1)>(x- az) X- a1+x-a2 (cfr. esempiob'))
: - A 2= (cfr. esempio g))
(x-a,)q{x- a2)>(x—a3)_x- a, x-a, x-a, .
s e (cfr. esempio @)
(X-a1)>(x a2)>(x'ag) X-a; X-a, X-a,
ax® +bx+c A B c .
* * (cfr. esempiog'))
(x-a,){x-a,){x-a;) x-a x-a X-a
1 z " g . 2 (cfr. esempio d))
(x-a,)q{x-a,) X-a, x-a, (x-a,)
* cfr. esempiod
(X_al)%x a2)2 X-a, X-a, (X-az)2 ( piod))
2
ax” +bx+c i A B ,_C i (cfr. csempiod )
(x-a,){x-a,) x-a, x-a, (x-a,)
1 A Bx+C
= D= p?- 40<0 ) .
(X_a1)>(x2+ px+ Q) X-a1+x2+ pX +q P-4 (cfr. esempioh))
ax+b __A , Bx+C D= p’- 4q<0 (cfr. esempio )

x-a,)q{x*+ px+q) Xx-a, X +px+q
1

2
ax +bx+c A +X2Iix;rxiq (cfr. esempioi))

(x-a){x*+ px+a) x-a

Se, invece, lafunzione integranda é il reciproco di un trinomio, ovvero dellaforma:
N\ dx
2 +bx+c
allorasi possono verificarei seguenti tre casi:

PRIMO CASO: D=b?%- 4ac>0
N\ dx _ 1 |X-a1| _
G<Z+bx+c_ a>(a1-a2)>409|x_ a2|+c (cfr. esempiob))
-b+JD

essendoa,, a, = le soluzioni reali e distinte del trinomio ax® +bx+c

2a
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SECONDO CASO: D=b?- 4ac=0

~ > dx = "2 +cC (cfr. esempio €))
C)x +bx+c D (ax +bx+c)

essendoa, =a, =- A le soluzioni reali e coincidenti del trinomio ax® +bx+c
a

TERZO CASO: D=b’- 4ac<0
2
N dx 2 D(ax® +bx+c) _
= xarct +C cfr. esempio z

Oxz +bx+c -D 9 D ( pioz'))

-b+
essendoa,, a, = bz“/_D le soluzioni complesse e coniugate del trinomio ax® +bx+c

a

e) INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI IRRAZIONALI

Nel presente paragrafo, denotata con R(xl, Xps oeey xn] una funzione razionale (intera o
fratta) nelle variabili indicate, ovvero unafunzione del tipo:

(@) y=ax"+ax"'+..+a x+a
ove n31 & un numero intero ed a,, a, ..., a,_,, &,S0NO0 costanti assegnate con a, * 0,

verranno esaminati alcuni tipi di integrali di funzioni irrazionali in x ma riconducibili,
mediante opportune sostituzioni, ad integrali di funzioni razionali nella nuova variabile.

PRIMO CASO
o) \éx aax+b o/ aax+b§)% aax+b¢%gx
¢ Eox+d g ' gox+d g ' TEgx+d g U
e a
. , ax+b
dovea, b, g dsono costanti, ad - bg® O (perché sefosse ad - bg =0 allora +d si

ridurrebbe ad una costante, ovvero lafunzione integranda R sarebbe una funzione razionale

ed % % LIS sono numeri razionali noti che supporremo, per comodita, ridotti

ai minimi termini. Indicato, quindi, con mil minimo comune multiplo dei numeri (positivi)
n,n,, ...,n,attraverso lasostituzione:
ax+b _

11 =
(1.1) gx+d
I'integrale di partenza si trasforma nell'integrale di unafunzionerazionaleint.

inx)

m
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Tra gli integrali appartenenti a questa categoria bisogna senz'altro menzionare i seguenti
tipi:

a) OAX (ax+b) A (ax+b)r%z,..., (ax+b)r%ébx

b) Oex xr%1 x x% gpx

ESEMPI
Nk N dx
O Qr oz
Risulta:
m_1m_1
L= 2,n,=3)=6
n 2 3 , m=mcm.(n =2,n, =3) =

Posto, quindi, per la (1.1):

x=t* Ppb  dx=6tdt (t>0)
si ha, ricordando la formula di integrazione delle funzioni razionali qualora il grado del
numeratoresiamaggiore di quello del denominatore:

6todt N todt Nt 3dt

ool il il e

2 10 a 3 2
:6§ -t+1- m41It—6<;—-—+t- Iog|t+J|_+c 2°- 3t*+6t- Blog|t +1| +c =
2

= 24/x- 3¥x+68X - 6|og(&+1)+c
N[ X . X 8/2

b) —dx = - dx
1-x - Xg
Essendo:
m_1
n 2
poniamo, per la(1.1):
2
X _p x=— b dk=—2_dt  (t>0)
1-x 1+t (]_+t2)
dacui si ha

N\ 2t N\ 2t?
d t = < dt = dt =
d_ @jﬂ - @ 1+t c5(1+t2)2 t +t2)2 t
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\tZ+1- 1 N\ P41 N1

Qf Q+—1d Qidt —2 +1dt - 2QT1)2m =
= 2arctgt - 2Q+—1)dt

Poichéil polinomio (t2 +1)2 hagli zeri i entrambi doppi si puo scrivere:

1 _A+B_ dct+D _At+B C(t"+1)- (Ct+D)2t

(tz +1) t?+1 ot t*+1  tP+1 t?+1
At+B Ct?+C- 2Ct2- 2Dt _ (At+B)(t’+1)+Ct* +C- 2Ct” - 2Dt
= + = -
t (+1) (t°+1)
_ A +(B- C)t*+(A- 2D)t+B +C
- t?+1
cioe:
i A=0
i A=0 i
Do oo iB=1
| B-C=0 5 iC 2
i _ i
iA-2D=0 icol
fB+ =1 I 2
ib=0

Ne segue, quindi, che:
Nd U 1 sad 1t 1

~N L 2dt:(\}}idﬁ dt== +=X——=—arctgt + t +c
(azﬂ) el @ Tavhir] ¢ FrirRovie 2(t?+1)

Dunque:
N [x €1 t U t _
——adx = 2arctgt - 2é-arctgt + U+c=2arctgt - arctgt- ——+c =
1- x 82 2(t +1)H t2+1
\Jl X
= arctgt- +c arct ’ +c arct ’—/ 1- x
¢ g 1- x g 1- X
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SECONDO CASO
(2 c\j(x vax® +bx+ c)dx

dove a, b, ¢ sono costanti tali che b? - 4ac! O (perché sefosse b?- 4ac=0, con a>0,
alloralafunzione integranda R si ridurrebbe ad una funzione razionale in x; se, invece, si
verificasse b® - 4ac< 0 ed a <0, dlorala R non sarebbe unafunzione reale).
Indicati, quindi, con X, ed X, lesoluzioni del trinomio ax* +bx+c si ottiene:

a(x- x,)
(x-x)
per cui I'integrale di partenza pud essere ricondotto ad un integrale del tipo:

¢ (x- xz)o}éu

Jac bt e = Ja(x %) (- %) =|x- x|

< &
@gx, |x- Xl|gx—+ teix
g e % e H
ovvero del tipo (1). Operando ora la sostituzione:
a(x- x
(X—Xlz):t2 b (21)  vax® +bx+c=(x- x)t

I'integrale proposto non e altro che I'integrale di unafunzionerazionaleint.
I medesimo scopo, pero, si raggiunge anche con unaqualsiasi delle sostituzioni seguenti:

(22)  Jax+bx+c=ax+t
(2.3)  Jax®+bx+c =xt +/c

che, in numerosi casi possono avere dei requisiti di preferenza anche per la rapidita dei
calcoli.

ESEMPI

N\ dX

¢) (a costante non nulla)

X2_a2

Posto, per la(2.1):
Vx*- a’= (x- a)t g x- a)t >0y
si ha:
xz—azz(x—a)zt2 P (x+a)(x- a)=(x- a)zt2 P x+a=(x-a)t® p

- at?- alt® +1
p x=xt’-at’*-a b x-xt’=-at’-a b x= ittza= Ez 1)

aéx(t?-1)- 2(t?+1)u 3_ ot 9atd _ }
b dx= e( ) ( )udt:2at 2at-2at’- 2at  _ -4at

(t2-1)° (t2-1)° (t2-1)°
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dacui segue:

& 0 -dat (t?- 1
031 2 - og 24atzidt:é( 2 (2 ) 2 Zdt:
Q é t2 +1 aTte(t -1) p at“+a- at +a)(t -1)
1 -
4]
N\ dt

OO 0

Resta da calcolare, quindi, I'integrale che figuraa secondo membro:
N\ dt N\t

I € =)

Applicando laregola d'integrazione per scomposizione risulta:
1 _A,B_ Alt-1)+B(t+1) (A+B)t- A+B

t*-1 t+1 t-1  (t+1)(t- 1) (t+1)(t-12)
cioe:
i, 1
pasB=0 (AT
{-A+B=1 gl
T2
Pertanto:
N\ dt 1 xdt 1 xdt _ 1 1
EREE] € =0T € SRR L AR AL
Dunque:

N\ dx

é 1 1 u
=-2 -2 —logft —log|t- 44+c =log|t +1] - log|t - =
O—= Oﬁ 2g Sloglt +1j+logt- Jg+c =logft +1- log|t - 4 +c

x?- a2 Jx2-a? X+a X+a
=log +1- log - =log|,[—— +1- log -l+c=
X- a X-a -a X-a
&|x+a _Oe|x+a
x+ta g\/x a+1éﬁ\/x- +13 x+a ., [x+a .
:IOQA +c=log = 1 +c=log X a X-a
X+a ai/x+a 088\/x+a ‘ x*a 4
2221 -1 +13
X-a g x-a g\Ix-a X-a
ox “+a 2%~ - a+2(x- a)\/; +a
=2 +2
X- a X- a (X' a)‘\/X'a
=lo +c=lo +c=
9 2a 9 2a
X- a X- a




- XV x- a +(x- a)VX+a+C_| |X«/X- ayx- a +(x- a)«/x+ a/x- a| ~
% avx- a | avx- avx- |
=log X(x a) +(x- a)Vx - a =|ogttWX -2 xh k- +c= Iog|x+\/x——|+c
a(x- a) a
d) ~ 2dx 2 (a costante non nulla)
X2 +a

Poniamo, in virtt della(2.2):

Vx¥+a? = x+t (x+t>0)

dacui:
2 a’-t?
xX*+a?=(x+t)" P x+a& =X #2¢+t® P x= o p
2_ 42 2 _ 42 2 2 442
b /_x2+a2:x+t:a t +t:a t“+2 _a+t b
2t 2 2t
-2t(2t) - 2(a% - t? 2 2 2 na2 42 52
b ax=_22) 2( ) g =4 e S
At 4t 4t 2t
2 2
:'t;za at
Dunque:
N\ dx +a’o \ 2t ti+ \1
———-dt =- x—dt—— t =- log|t|+c=
Qx +a’ 0 T2 2+t? 2t Oj I

=- Iog|\/x +a’- ><|+c

Si noti che l'integrale d) pud essere risolto anche utilizzando il metodo di
integrazione per parti mai calcoli risultano senz'altro piul laboriosi (lo studente verifichi cid
per esercizio!)

\ dx
X2 - 3x+2
Poniamo, per la (2.2):

VX2- 3%k 2= x+t (x+t>0)

e)

dacui:
2 2 2 — 2 2 _2't2
X*- 3x+2 =(x+t)"° P x*-3x+2=x* +2 +? P x=
2t+3
- 12 S22 2 t+1)(t+2
Y v SV L GO L G Y Gt S +3+2 _ (t+)(t+2)
2+3 2+3 2t+3 2t+3
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-2t(2t+3)- 2(2- ) (o oAU- 8- 4v27 -2 -6- 4

b dx = dt =
(2t +3)° (2t +3)° (2t +3)°
I T PN Rt S SN (o [ (at)
(2t+3)* (2t +3)* (2t +3)°
Dunque:

@ (t)(1+2)0

N\ dx A 1 ® s ;dt:- \ 2 i = - log|2t + 3+ c=
Qo G § " @ o O

2t+3

=- Iog|2x/x2— 3X+2- 2x+3|+c

TERZO CASO
() (\j(x Jax+b, \/cx+d)dx

dove a, b, ¢, d sono costanti.
Intal caso, quindi, mediante |e sostituzioni:

(31) Jax+b=t
(32) Jox+d =t

si perviene ad un integrale del tipo (2).

ESEMPI
N X
) ()x+1+1dX
Per la (3.1) poniamo:
Jx =t (t>0) b x=t® b  dx=2tdt
Applicando la sostituzione all'integrale di partenzasi ottiene:
\ \/?( = \ t N\ t?

= x2tdt =2 dt
Ox+1+1 t2+1+1 Qt2+1+1

Si osservi ora che I'integrale al secondo membro é del tipo (2) per cui, per il suo calcolo,
basta eseguire la sostituzione (2.2), ovvero e sufficiente porre:

t?+l=t+z (t+2>0) b *+1=(t+2)° =t?+2Az+2> b t= > P
1- 7 1- 22+27 _1+7
b t?+1l=t+z= +z= = b
2z 2z 2z
-2z2%z- 2(1- Z -47%- 2+27 -272.2 241
b dt= 2( )dzz 22022 4=l fyp=- 2 2yz
4z 4z 4z 2z



Sostituendo si ottiene:

(t-2)°

O=" 2 A o = 2‘ 47 BTG,
x+1+1 t2+1+1 +z2 +l>E 27%

1- 22)2 2z 7+l 1- 22]2 2+1
=-2 > dz=- 3 x—dz:
27 T2z 27 z+1)
Gé(l- z)(1+z)H 7 +1 %1 z2)’ z +1 161- 2z + zz)(z2 +1)
=- — dz=
27 z+1 2 z

1 \A+1-27% 22+ 2*+ 7 1 \Z*- 22 +27- 2z+1
=-_ = dz=-= . dz =

20 : 2 z

1 2 2 1 1az? 2 1
=-—§z-2+—-—2 —39dz=-—ga——22+2Iog|z|+———0+c—

2 zZ Z VAN 22 [}
=- 22+z- log|Z|- L, 1 ic

4 g z 47

Ricordando orache:

Jx=t b t2+1=t+z b z=~t2+1-t b  z=x+1-x

si ottiene, infine:

L :——+z Iog|z|—E+i+c—
Ox+1+1 Qt2+1+1 4z°
\/x+1-\/;
—( ) +\/x+1-\/§-log|\/x+1-\/§|- 1 . ! _+cC

4 XHL- ) (vt )
QUARTO CASO

N\ s
4 O“ (a+bx ) dx

dove a, b, q, r, s sono costanti. Supposto ora che i numeri g, r ed s siano razionali,
I'integrale di cui sopra si calcola, come si puo verificare, mediante funzioni elementari
(razionali, irrazionali, esponenziali, logaritmiche, potenze o funzioni composte mediante
esse e legate fraloro dai segni delle operazioni elementari) se e solo se almeno uno dei tre
numeri:

eintero.



ESEMPI

N\ dx
" Qeay

Si osservi che l'integraleh) e del tipo (4) risultando:

OOl e

con q=-1,r =% , S=-2, a=b=1.Poiché- 2 eintero |'integrale di partenza puo essere
scritto in termini di funzioni elementari. Precisamente, poniamo:

X2 =X =t (t>0) b  x=t? P dx=2dt
Applicando tale sostituzione all'integrale si ottiene:

N\ dx N2t dt—2\ dt

Q-7 Oy *Qeey

Del resto, utilizzando il metodo di integrazione per decomposizione delle funzioni
razionali, si ha:

1 _A, B _C _ A(t+1) +Bt(t+1)+Ct _ At*+2AL+A+BE* +Bt+Ct _
t(t+1)° t t+1 (t+1) t(t+1) t(t+1)
_t*(A+B)+t(2A+B+C)+A
) t(t+2)*
dacui:

i A+B=0 i A=1
l2A+B+C=0 b iB=-1
LoA=1 lc=-1
Dunque:
N\ dx N dt ® X\ \ 1 N 1 O
2 2 x 2
= 2loglt|- 2Iog|t+]4+t—+1+c:2IogJ[T1+tTl+c:2Iog\/_X—+l +J_x—4r1+c

1+4/x
d

L'integrale q) & del tipo (4) essendo:

1:/-;1/;dx: é}/? (1+x 4)% ax



1 1
con g =- > r:Z,s: , a=b=1. Poiché&

Wik

+
q_1:2
r

e intero l'integrale di partenza pud essere scritto in termini di funzioni elementari.
Precisamente, poniamo:

1+x/ =1+ 4x =13 (t>0) P x=(-2" b

b dx=4(t- 1) adt=12t?(t - ) d
Applicando tale sostituzione all'integrale si ottiene:

@ Qi&ztz dt— t- dt 120
&

R it Al d SRURE (RO

. \ dx

L'integralei) é del tipo (4) essendo:

Qi\ o = \'2(1+x3)'%dx
23’(1+X3)2 O
cong=-2,r=3, s=- % a=b=1.
Poiché:

eintero l'integrale di partenza puo essere scritto in termini di funzioni elementari.
Precisamente, poniamo:

1+x-3:1+i3:t3 (t>0) P x=(t3-1)'}é =
X

b dx:-é(ts-1)-%x3tzm:-tz(ts-1)'%dt

Applicando tale sostituzione all'integrale si ottiene:
\ dx \ 1

2 (43 -%
== - =ot? (°- 1) 7 dt =
Qe Q7o

5 57 413y
- 3 _ %xf\ 1 u 2 (43 _ - % —_ o (i3 '%xgt u —
- @ 1) §L+t3-1H % (t2- 1) 7 ot G(t 1) erqy




\2 3 3/ (t3)-% 3
:-O(t -1) x(t3—'dt Ot:—t+c— 1+x% +c= 3/1+—+c—
U +1

=- +C
X

f) INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI TRASCENDENTI
Nel presente paragrafo, denotata con R(xl, Xoy oeey xn} una funzione razionale (intera o
fratta) nelle variabili indicate, ovvero unafunzione del tipo:
(a) y=ax"+ax"t+..+a x+a
ove n® 1 & un numero intero ed a,, &, ..., &, ,, &, SONO costanti assegnate con a, * 0,

verranno esaminati alcuni tipi, trai pit noti, di integrali di funzioni trascendenti in x ma
riconducibili, mediante opportune sostituzioni, ad integrali di funzioni razionali nella nuova
variabile.

PRIMO CASO

N\
(4) O(aawrb )dX

dovea, a, b, g, dsono costanti, a >0 ed a' 1. Ponendo ora:
(41) a¥*" =t

oppure:
42 &=t
ci s riconduce al'integrale di unafunzione razionaleint.
In particolare:
a) a=e b (\j(e””’ )dx
N\ N\
b) b =0 =) G(a”)dx e O(e“)dx
ESEMPIO
N\ dx
a) 2X

+e
Ponendo, per 1a (4.2):

1
=t p x==Int b dx=l
2 2

N[~

Si ottiene:
N\ dx N1l 1

1
( ;+e2’< - O+_tx2_tdt=5( ’(t+l)dt



Essendo, inoltre:
1 _A, B _Alt+])+Bt _(A+B)t+A

tt+1) t t+l t(t+1)  t(t+1)
dacui:

jA+B=0 | A=1

1 oA=1 iB=-1

ne segue che:

+C
t+1

AZ IR g=t Ay IAL gLy, |t|-EIo |t+]4+c—ilo —]
O+_e2*_2(it+1) "2@ > (O T2l 51 2%

SECONDO CASO

m mz X m u
u
con a>0, a' 1l costante ed ﬂ, &, m numeri razionali noti che supporremo, per

n,
comodita, ridotti ai minimi termini. Indicato, quindi, con mil minimo comune multiplo dei
numeri (positivi) n,, n,, ..., n , attraverso lasostituzione:

(5.2) ar =t
gli integrali considerati si trasformano negli integrali di funzioni razionali di t.

In particolare:
a=e b 62)(' e(%)x’ e(%)x’ (ny) uuj
é a
ESEMPIO
AN 2
b d
) 7
Essendo:
%:%, ﬂ:%, =2 b m=mcm(n, n,)=mcm(2,3)=6
e ponendo, per la (5.1):
2" =t° (t>0) P x=log,t* =6log,t P dx:t|—62dt
n

Si ottiene'
(tﬁ AL

N\t
(; 2% }/xﬁdt: ( I tIn2 In2( ) de=
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_6 N+l 6 \-(t2+1-1)t_ 6 Nt 1+1
LA 0 'z _ﬁ()-(l-tz) BTY] O Fers

6 €xt?+1 \dtu_ 6 € N u
im0t Oy m2d0 Qg

6t 6 X\ dt

“inz 2 Qe
Resta da calcolare ora solo I'integrale a secondo membro.
Si ha, quindi:

1 A B _A(l+t)+B(1-t) (A- BJt+A+B
(1-t)(1+t) 1-t 1+t (1-t)@2+t)  (1-t)@2+t)
dacui:

i, 1
ia-B=0 {773
T 2
Dunque:
NP 8,8 (- log1- {+log1+]) +c
Q >’3 “1n2 2In2

6t et 3 1- t|6
= m-m(logﬂ- t|-|og|1+t|)+c— — mgfogm;,+c-
G N o B £

In2 Inzg \/?5
TERZO CASO

© )ox
sinx, COSX
Posto, in tal caso:
(6.1) tg%(:tb X =2arctgt p dx =

ericordando (cfr. formule di duplicazione) che:

1+t2

2 gt



i X

[ 2tg§ 2t

T Snx= = 5

: 1+tgzg 1+t
62 i «

) o

i 1-tg > 1-t

j cosx = vEpYe

I 1+tg* =

I'integrale di partenzasi trasforma neII integrale di unafunzionerazionaledit.

Pitlin generaleci si pud trovare di fronte ad integrali del tipo:
\ . Ay
Ogsm(a x+b), cos(ax+b )gix

con a, b costanti non nulle: com'é facile verificare con gli esempi che seguono tali integrali
sono riconducibili a tipo (6) effettuando su di essi la sostituzione:
ax+b=z
ESEMPI
N\ dx
nx

)

Posto, per la(6.1):

X
tg—=t b X =2arctgt b dx=——dt
92 g e

Si ottiene, in virtd deIIe(6 2):
N\ dx N1 +12

= x——dt = loglt| +c =log|t
O Oz = (= ookl +e =tegi ] +c

N\ dx
SX

Posto, per la(6.1):

d)

2

T dt

tggzt [ X =2arctgt b dx =

si ottiene, in virtu deIIe(6 2) e dell'eserciziob):
N\ dx \1+t

OCB(: eyed O—Zdt—ZO—dt 2 -—|oq1 t|+ —Ile+t|+C—

1+tg§

2(+¢
X

1- tg=
gZ

=- logll- t|+|od1+t|+c=|ogiis +c =log
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o N\ dx
(3+sinx

Effettuando la sostituzione (6.1):

X
fg==t b X =2arctg t b dx = dt
92 g IRE
Si ottiene, in virtu delle(6.2):

N\ d N1 2 N\ 1+t? 2 N 1 2
€ X - dt= ) =2 dt=- ——+c=
+sin X + 2t 1+t 12+ 2t 1+t +1) t+1

1+t?
2
=- - +C
g—+1
g2
N\ dx
2)
- cosx
Effettuando la sostituzione (6.1):
X 2
fg=—=t b X =2arctgt b dx=——dt
si ottiene, in virtu delle(6.2):
N\ dx N1 2 N\ 1+t? 2 N\ 1 1
= dt= dt=2 t= ydt=
O cosx Q e e Qi o Ot_zd O
1+t?
1 1 X
=--+c=- —+c=-ctg=+cC
tg 2
2
QUARTO CASO

(7) @(cosx) sinxdx
(8) 6(5’ n X) cosxdx

In generale, per risolvere tali integrali & opportuno ricorrere, rispettivamente, alla
sostituzione:

(7.1) cosx =t

(8.1) sinx=t
ottenendo, cosi, i seguenti integrali di unafunzionerazionaledi t:

™ - c\jz(t )t



(8) 6@ )t

Per il calcolo degli integrali (7) ed (8) & possibile utilizzare anche il
procedimento illustrato nel TERZO CASO.

ESEMPI
A\sin
h) o
S X
Invirtd della (7.1) si ha:
cosx=t b  sinxdx=-d(cosx)=-dt

Quindi:
\ Sinx - dt gt 1 1
3 ok = il =-ZtC= s tC
S X 2t 2c0s” X
\ COSX

dx
9 ( ;nz X+3sin x+8

Invirtudella (8.1) si ha:
sinx=t b cosxdx=d(sinx)=dt

Quindi:
t+3
\ COSX N\ dt 1 2 2 2t+3
dx = = arct +c= arct +c=

Gn2x+35inx+8 O+3t+8 V23 g\/Z% J23 g@

2 2
_ 2J2_?>arctg 243, Z@arctg 2sinx+3

2 J23 23 J23

QUINTO CASO
N\
(9) O(tgx)jx
N\
(10) G(Ctgx)dx
(11) Cj(t 1gx)ox
gx, CigX
In generale, per risolveretali integrali, risulta conveniente eseguire la sostituzione:

(9.1) tgx=t
(10.1) ctgx=t
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Per il calcolo degli integrali (9), (10) ed (11) € possibile utilizzare anche il
procedimento illustrato nel TERZO CASO, ricordando che:

sinx cosx 1
tgx =—— e Clgx=——=—
COSX sinx tgx
ESEMPIO
ot +
i) {g° X+ tgXx "
togx+4
Invirtudella (9.1) si ha:
tgx=t b Xx=actgt b  dx= 12dt
1+t
Quindi:
\tg°x + tgx B+t 1 \ (t +1) \t+4- 4

O X:O+_4Y1+t2dt=Q [1+7) O_dt_ow -
:Gt—4®(j_t—4:t—4log|t+4|+c:tgx-4IOthg><+4|+c
SESTO CASO

(12) é(si n’ X, cos’ X, tgx, ctgx)ix

In generale, per risolveretali integrali risulta conveniente eseguire la sostituzione:

(12.1) tgx=t p X =arctgt p dx = >
1+t

Ricordando poi che:
[N - S
1+tgx T1+t?
1 _ 1
1+tg?x  1+t*
si ottengono gli integrali di unafunzione razionali di t:
N\ e t? 1 16 dt
Q12 140 T+t
Per il calcolo degli integrali (12) si pud procedere anche come fatto per gli
integrali di tipo (6).

i
(12.2) I
%cos2 X =

42



ESEMPIO

N\ tgx
k dx
) (;n2x+1

Invirtudella (12.1) si ha:
1

tox=t b X=acgt P dx=——dt
1+t
da cui, tenendo conto anche delle (12.2):
tox N\t N\ t +1 4
dt =
(;n XAl ()t2 1 1+t2 (Di +1 1+t O(th +1)
2

1

4()[—dt——log (2% +2)+ c——Iog(Ztg x+1)+c

SETTIMO CASO

(13) On cos nx

(14) én(mx sin(nx) dx
(15) (3)3 cos nx

conm, n costanti ed m?* +n. Analizzeremo semplicemente l'integrale (13) poiché gli altri
si comportano in maniera analoga. Dalle ben note formule di Werner & possibile
trasformare il prodotto sin(mx) cos(nx) in unasomma.

Precisamente, essendo:

i ing =2sinPr9cos P9
sin p+sing =2sin 2 coSs 2
segue che:
sin(mx)cos(nx):%@in(m+n)x+sin(m- n) xg
dacui risulta:

I\J||—‘

én( (\) g m+n) xgox+= Ongm n)xgox

per cui, essendo , Si ottiene:
(13.2) On cos nx

cosgm+ n)xg cosgm- n)xg

2(m+n) ) 2(m- n) *e




cosgm+n) xg cosgm n)xg

+C

(13.2) (\}B(mx)sin(nx)dx— 2(men) 2(m 1)
(13.3) c\jn(mx)sin(nx) =- 5'”@(2:2)) xg+sin§($: :;Xg+c
(13.4) Ons )cos(nx) sz@((zi:ixlq)rsmz@é:: 2§Xg+c
Per [M=n]invece, si ha
Gn(mx)cos(mx)dxzniq(\)’n(mx)cos(mx)d(rnx) :%(\jn(mx)dsin(mx) =
_ sin® (m] e
2m

Per [M=-n], si haancora:
in2
(\)'n(mx)cos(mx)dx:Sm (mx)+c
2m

ESEMPI

) énchosBxdx

Invirtu della (13.1) etenendo contoche m=51 n=3, si ha:
cosg(5+3) xg_ cosg(5- 3) xg+ _ CcOsBX _ c032x+c
2(5+3) 2(5- 3) 16 4

\ .
O n5xcos3xdx = -

N\
m Gn6xsin9xdx
Invirtt della (13.3) etenendo contoche m=61 n=9, si ha:
sing(6- 9)xg sing6+9) X, . _Sin3x sini5x
2(6- 9) 2(6+9) 6 30

N\ .
On6x5| n9xdx =

n) (\Dos4x cos8xdx

Invirtu della (13.4) etenendo contoche m=41 n=8, si ha:
sn@g8+4)xy sing4- 8)xp : ,

~ s4Axcos8xdx = : ) H+ g4-8) |E§I+C:S|n12x+sm4x_|_C

OO 2(8+4) 2(4-9) 2 8




OTTAVO CASO
(16) é mxcos” xd
n™xcos" xdx
con m, n razionali. Attraverso la sostituzione:
(16.2) sinx=t (oppure cosx =t)
I'integrale (16) si trasforma, con semplici calcoli, in uno degli integrali analizzati nel
QUARTO CASO. Per valori particolari di med n l'integrale (16), comunque, € proprio uno
degli integrali analizzati nei casi precedenti.
ESEMPIO
\§n? x

0) X

0SX

Poniamo:

dt
1- t?

sinx=t b x=arcsint b dx = b cosx=41- sin?x=+/1- t?

dacui segue:
~sin’ Xd _d
Oosx Ql 2 ﬂ O

Per calcolare I'integrale che figura al secondo membro occorre effettuare, in primo luogo, la
divisione tra i due polinomi, essendo il grado del numeratore maggiore di quello del
denominatore:

\’SlnX

O_ O_dt_étz dt+0—dt———-t+ t)1(1+t)dt:

t?

3
=- 3 t- —Iog|1 t+ —Iog|1+t|+c-- sin

- sinx- —Iog|1 sm><1+—log|1+smx|+c

Per il calcolo dell'integrale al secondo membro si confronti I'eserciziob).
L'integrale o) poteva essere risolto anche utilizzando la sostituzione (6.1).



