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Serie o Men&oq,’

La serie di Mengoli, cosi chiamata in onore di Pietro Mengoli, & la serie definita come

- 1 1 1 1 1

— =ttt
“n(n+1) 2 6 12 20

n=.
Questa serie risulta convergente a 1. Infatti si ha che la serie:
1 1 1
nn+1) n n+l

Abbiamo pertanto che
)Y (N T PR & DAY 6 S  PSRY (S T
—\n n+1) 2 2 3 k k+1)

=1+ —l+l - —l+l +ot+ 1
- 2 2 3 3

1
ﬁl—m—>l,perk—>oo.

Risulta pero interessante notare come ogni elemento delle successioni parziali si elimini con il termine successivo:

il—l—l + + +-o+ | + +-l~—1—1—1
~\n n+1) \1/2 2 /3 3 /4 -1/n n+1l) = n+l
di cui il limite risulta essere:

1
lim (1 — —) e
n—00 n+1
Inoltre non & possibile spezzare la sommatoria nella differenza di due serie:

1 & 1
z:;_Z:ﬂ+1

n=1 n=1

L U
k E+1

Bl

poiché queste sono serie armoniche, ciascuna divergente.

La serie di Mengoli costituisce un esempio classico di serie telescopica.
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Somma dei termini di una progressione geometrica
Data una progressione geometrica di ragione ¢ # 1 e avente come primo elemento @1, la formula che
permette di calcolare la somma S, dei primi 7z termini termini della progressione geometrica & data da:
q" —
q—

Sp=ay-

con q#1

In matematica, una prog i icao i ica (detta talvolta, impropriamente, anche serie geometrica, vedi sotto) & una successione di numeri

tali che il rapporto tra un elemento ed il suo precedente sia sempre costante. Tale costante & detta ragione della successione.
In generale sara
— . — — 2. . — = n-1
ay = T;03 = T = 1775 ...;Qy = Gy 1T = Q1T
dove r# 0 & la ragione e a; € il primo termine della successione
Le progressioni geometriche hanno il vantaggio di fornire alcune semplici formule per il calcolo dei termini che le compongono.
Il termine n-esimo pud essere infatti definito come
ap = a !
dove a; € il primo termine della successione
La ragione & di conseguenza
1/(n-1
an /(n-1)
r=(— pern>1
a
e il primo termine della successione vale

a;=——.
1= a1



Una successione di ragione 2 e fattore di scala 1 &
1,2,4,8,16,32, .
Una successione di ragione 2/3 e fattore di scala 729
729 (1, 2/3, 4/9, 8/27, 16/81, 32/243, 64/729, ....) = 729, 486, 324, 216, 144, 96, 64, ...
Una successione di ragione -1 e fattore di scala 3 &
3(1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,..)=3,-3,3,-3,3,-3, 3, -3, 3, -3,
Una progressione geometrica non nulla mostra una crescita esponenziale o un decadimento esponenziale. In particolare se

e 7 = 1 il risultato & costante e vale a,

e 7 = —1, il risultato oscilla tra a e -a,

« 7 > 1, si ha una crescita esponenziale verso infinito (positivo),

e < —1, si ha una crescita esponenziale verso infinito (con un'oscillazione tra valori positivi e negativi)
e —1 < r < 1, si ha un decadimento esponenziale verso zero

e 7 = ()il risultato & zero

Si confrontino questi risultati con quelli di una progressione aritmetica, la quale mostra una crescita (o una diminuzione) lineare. Si noti che i due tipi di
progressione sono strettamente connessi: applicando il logaritmo ai termini di una progressione geometrica si ottiene una progressione aritmetica.

Progiessione artmelies

In generale, detti:

i termini di una progressione aritmetica e detta (/ la sua ragione, ovvero:

a, —a, ., =d

esiste una formula che ci permette di trovare I'ennesimo termine di progressione aritmetica
conoscendone solo il primo termine @1 e la ragione (:

a, =a; +(n—1)d
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DelniZione ai wunziorne urnimormerrnerie conunua

Cominciamo dalla definizione di continuita uniforme, che a una prima lettura probabilmente risultera
incomprensibile. ;)

Sia D ¢ R, un intervallo di numeri reali. Diremo che una funzione f : D — R & uniformemente
continua su [ se, comunque fissiamo un numero reale positivo £ > (), riusciamo a determinare un
& = 8(=) > 0 tale che per ogni ., y € D che soddisfano la relazione

| —yl <d
risulta che

[f(x) = fly)| <&

Utilizzando le opportune notazioni matematiche, possiamo riscrivere la definizione di continuita uniforme
nel modo seguente:

f: D — R uniformemente continua su D se ¥z > 0 3§ > 0 tale che
Y,y € D per cui |x — y| < § allora risulta che |f(x) — f(y)| <«

Chi si approccia per la prima volta alla definizione di continuita uniforme potrebbe avere diverse difficolta
nell'interpretarla correttamente.

Intuitivamente stiamo dicendo che se i punti di D distano meno di § (| — y| < 4), allora le loro
immagini disteranno meno di= (| f(x) — f(y)| < ). Il valore di § dipende esclusivamente dalla scelta
fatta su £ e da nessun altro parametro.

In altri termini, stiamo dicendo che una funzione uniformemente continua non pué impennarsi troppo o
ancora che non puo oscillare eccessivamente.
Differenza tra continuita uniforme e continuita semplice

| lettori piu attenti avranno notato che vi & una certa somiglianza tra la definizione di funzione continua e
quella di continuita uniforme, ed in effetti le definizioni sono molto simili, ma concettualmente molto
diverse.

Per evidenziarne le differenze richiamiamo la definizione di funzione continua su un intervallo [): una
funzione f : D C R — R & continua su un intervallo D se Y € [ vale la proprieta di continuita nel
punto, ossia per ogni £ > () esiste § > (), dipendente da x e da z, tale che per ogni y € A se

|x — y| < dallora|f(z) — f(y)| < =

Riportiamo quindi la definizione di funzione continua su un intervallo e la definizione di funzione
uniformemente continua su un intervallo in simboli:

f:D —R continua su D se Vr € D vale: ¥z > 03§ > 0 tale che

Yy € D per cui |z — y| < § allora risulta che |f(z) — f(y)| <«

f: D — R uniformemente continua su D se Ve > 0 3§ > 0 tale che

¥,y € D per cui |r — y| < 6 allora risulta che |f(x) — f(y)| < ¢

Nella definizione di continuita partiamo subito con il quantificatore universale Y+ € D, mentre nella
definizione di continuita uniforme lo stesso quantificatore si trova in una posizione differente, pit
precisamente dopo il quantificatore esistenziale 34. Ad un occhio inesperto questa pu6é sembrare

un'inezia, quando in realta la differenza tra continuita e continuita uniforme riguarda proprio la

posizione dei quantificatori universali.

Nella definizione di continuita il quantificatore \/; & [) compare prima del §, pertanto § dipendera sia
da ¢ sia da z, sottolineando come il concetto stesso di continuita sia puntuale. In parole povere prima si
considera x e su tale punto si innesca la definizione di funzione continua in un punto; una funzione &
continua su un intervallo se & continua in ogni punto dell'intervallo.

Nella definizione di continuita uniforme il quantificatore Y € D si posiziona subito dopo il § e cid
assicura che tale valore non dipenda da . In altri termini il delta & uniforme rispetto ad , da cui il nome
continuita uniforme. In parole povere I'uniforme continuita non & una proprieta puntuale e la
corrispondenza s = ¢ deve individuare un § che soddisfi la definizione su tutto l'intervallo, non punto
a punto.

Legame tra continuita uniforme e continuita

Finora abbiamo evidenziato le differenze che intercorrono tra i due concetti, &€ bene pero sottolineare che
esiste un legame tra continuita uniforme e continuita semplice derivante dal seguente teorema.

Teorema

Se una funzione f(z) & uniformemente continua su un intervallo D allora & f(z) & continua in D.
Traccia di dimostrazione: il § della continuita uniforme e quello della continuita coincidono.

Il teorema stabilisce che la continuita uniforme & una condizione sufficiente per la continuita. Attenzione
perché in generale non vale il viceversa: esistono funzioni continue che non sono uniformemente

continue.

La questione & spesso argomento di esame orale, proprio per questo riteniamo opportuno fornire a parte
un esempio di funzione continua ma non uniformemente continua su un intervallo.
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