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Controesempio

Funzione con infinite derivate che non ammette serie di Taylor
Fublbbcato i 3 Saltembes 2016 da CARAM-L

Una funzione particolarmente utile per costruire controesempi in analisi reale & la seguente:
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La sua proprieta particolare & di essere infinitamente derivabile dappertutto, ma tutte le sue derivate in 0 valgono
. Quindi la serie di Taylor centrata all'origine vale esattamente () per ogni , e quindi abbiamo un esempio di una

Sfunzione infinitamente derivabile dappertutto che non ammette serie di Taylor.

Il grafico della funzione & cirea il seguente:
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Come vedete la funzione & estremamente piatta attorno ad = = 0, e cid proprio perché tutte le sue derivate sono
nulle all'origine. Cié non vuol dire che f(z) sia costante vicino a (), come é chiaro dalla sua definizione,

Teorema Lo g ronge
‘P dery vaky Qo (mu)’uob(Q n (xo &5 Kot &)
1) P
P00 T8 v} €+ ftm-l't] ol - tle (ko %)

(ne) ! oppure £ € (% o)

&( =8 reste Lagronge

1

i
Fi1550 xsk0 o applicdo @ Cewa  Softo i (Ko,x @n glb)e PlE) -Tn) - B - Th &) (k- o)

¥ - o) !
8(” (xe] =0 ¥ Ken T 3(&\:0

=3 € e (k4 tc 3"‘“} (SRS

i = {"“‘) kL
=02 £ ™) i €60 =Tk ) G ThGY e £6) (xd
(X —xp|a (s},

Osservatene

Permzo € @ Teo di (o Grorgt.-
Lermma

9 derivabi®e (me)-volte i (ab)

gftlfa‘lzafb)zo 0<ken

= 3 e (ob) b ¢

dien

Applio Relle 3 9 o T t1 1o gltdo

fipplico Relte 3 9 n 4, 00 B3tk 9" (E2)=0

AFP"CO Rolle o %fﬂ n C&J tn] = 3 £ G Aol B&'H) ) o



Definiziome

() =
f e derivabi® m ko e ZO.E_[_"EL (-x% a0 dice serie di Paglor & £ xo
= ki

otrie du "'-_&g'-\or defe. Funzpn | elementasi

(7.4
X L 'E.l YeeclR
=0

dien (a Groege
€ | == {
ef TNl LR at-ﬁ an [t 2le] o [ TR] ¢ e“uc!mH — o0
e (e} e} notee
ot - 2
a0 = 2" 2 Wy e R s G= A b yxle R
n=o lantd! =y Ot
Sog (ke B (=i 0
o0 (14 =No(—1 _3%_‘
7
tog (4ex) ~ T =10
L [M.‘} LY
Bog (1ax) - Tn = foq (ark) X (kg |kl
J X
ik B T ) - Bt
X
Posso al m\adu'l\ =3 rlu& () =Tl ¢ - sl s
[l
ch_:, (MJL—) 4 (_\) wl \‘5
(asty = te inbo porarkt. dig
L
I EV s Iyl o= ay Wy (el = 4 5 1 -Wlr0 =) (k) 20
Alfer. s, 4ratn come = potenty
n 2"\+|
arctan(x) = 'ii‘i)
n=D pLS
De fumiElone

F: AR AcRopelo fe C7(A) ¢ amalticoiinh g¢ ¥Xo € A £ comcide Com €o S0 ferae di Tayos

w B i),

Cioe Pocalmente coimet de con Co SUOL‘Z_ALT@QOV n qu:&'nwnio R ooy purito
esempi

e 2
€, arctanx Soro  aralhiche su B, i e onaltio su R\ ‘?(ﬂ={o wx e analitew o R\ Go)

Jerie 4\ aul"sr e (5‘3 T';G_ dl-.lI PCL\Q nto

A) J”FGIDS' S1310ne Derivaton dellar Somma Zpdens = Somma delle derivate 2 Tau ylor

M
£G)= 2 am (x-x0V  xe 3= (x0-R,xesR) oo rogoio di conrergemzo, = fe (1) e an=§ (e

n
dimn

G L Cie)
Abbiamo uiste che e el £Ch 2 Z an—‘ (""“’\J: Z a (“”“’\‘ = £ (xo) = &K

0Sservacion decyokute N BDeelano ol U dermnine £ine a K
= = '
fo. funtione definto  corme Somma diumo Z pefenze e anlimwa

e amche decruvabiee  on deri vatu= Somara Cer q4. a8 f\@méan memem:  delle derivate

Lo derivato. wme derie Ga @0 SESSo R,

Bl Levina  2erue per prop Sotto e per propa.
al n-K K Fe N (8

£ {n_k)lx ol B § ustirano fen  d€nvando  Keuelte 2 pofente
.samma deome.’mca

dwn ¢ | ) A0y R ke
Se K=o ‘%a X :_—.-l( ] derwe K—\rn[h_, s, [n-m[“ ‘1 {ﬂ-ﬂkﬂ

derive (- volte

I be = 2 £ T (x-S ¥xe (o %
€

In Ko

tﬂ,



(%

Proposeiome 2 poferse ¢ ondtia
1 ) n
xe T=(xR, %R R rogglo di conv. = £ & owaltica mT Ciod ¥Fxie T Frcld te £00=2 “((”(*:@

P
—e()(\: Z an (;cu(o\h ~
N=0
Con X € (x-0, Kyar)
dLﬂn
Figso xae T _|

%R Xo * )iQﬂR
Obleflio =  dim  ehe € (0= Zpdmze € onaltico

Ciog preso onple 41 elvam eaf. ginade con (a Sua ZTGD\@L (lo facio \vca\men’ce)

pto \:gr pto

Step 4 v dimosteo aeF (- 2 £ (15 conterge par x wars 34,
nt

AQ) Stimo lo desivda K-esima tn xa
16) M acorgo ehe @ der K-esine hanm e Scdo o 1Tats
1c) £-=32 converge e in partcolare  Converge mell'wTergallo massimate

otep e o Mostrare che (o ‘Coga & i @Nieroy & o ma . ondldica.
£onuone

Perche  ani Acrve Xu? Cloe diemestrare €' anatiticitel  (ocalmennte 7

Pecche dallo def. 10 ehe £ o omtico e S{ puo  ACriutre Come o sue iTaéj\or 0 OGUT punto (iee i fullo W Do,

Gn ' polimomi omm ™ pro blennt perche  Sono  definiti tn ogpi pto del dommo anentre Z pfento possoro Atere R Fiito

e qom Ol mcdere 8\eb&(m\ente oon iTQU\or.

S%Ep A ol 2 \ I
2)Caledo £ (x0z "Z_K an T

zR =)t >|L<
» n
HOa ¥reR fanl e perche  golmsoplld =fanl 2 T= lale &
(K) > 1 o e & \ ok
@UU\C\\ I ( ((n\ I = ZK (;\h_—“‘n %\ (X\'Xn) = -Fk %K (nr\\‘ml' Fe (l)(|- XD\JR\
Appligy (e 8 - manip. alaghncl Vol Sw L4 P opphtare \e o
! Mhna N p. It 4
P(pK\(D " (! ‘!/‘P————-Q (_),_..- => (“d (x) 4 =i =) Z ;( (X\)(’(—X\\K C,ﬁz‘we‘g€
Pt o (- i‘L‘i"\) e (= D)= et N G TN T
—

c

2e [x-xl cr- | ®i=xol o part. Ganwerge in b -(R - lxl-xo\)} xn(R-Ix»n;)) Mo Trterv. premoy i yscire dat bordo

apingo {0 a A per arbitrar. dor.
Jep )
Stou 9@ o Sw towe (e quelo & Qi Gecor) . Dim ehe 8)—_%

Giane Sn Qe Somme postial della 2 = Sn =96
—3F ol &\ Taylor )

Stima (- Sn) con (o %mmzl $00- s (e | i“ ()\_»,\\ | o™
140 - S| ¢ Cllx-)(|\|\~\ '
o

xe(K\-r\J Kixea) e wo e tqz R - [ %o ~Xi) -1

Con 8 < (KJX\)

— 59 ?erdwi [x-X 2¢= [y-s)

n

Bwind Sn o9 fu Snle) >0 = 9= £ = %5 Analhca,
Corollario

(W
-{63 analitiche so I ni. apdo  2e ¥y F (Ka)zfgk)(xu) => (—-3&;1

dim
St Befxe THe ,em(x) :E)C"‘(x) VK]

xeA= Frte k-tm) CA e 3—.{ In (0 x0) = Aeapeto in T
‘?f\\l'\\l\“\.\ |
VIe 18158 Xn € A= X €T = XxEA = A € dutso (n L

A operto e chivso wT <> A= T ]
¢ wr0 (& T (Metwalo Qwe L Gonnesso



Osseruatiene

£,9 analitiche = (3€1bg) € anol. ¥a,be B awe ¢ { onalitche Sow oro 5P v

Coro®ario
iv 9:ToR Imaltrche ) T nt apeh j €T Sux cgmueraemﬂ INT Gt K> xo €T &
d!m

Elhn stesso oz, de i F(k‘l -

Gnsiders Rz §G1- 9G) analitiche con fxAd=0 ¥n

'\Jo%\m moskrore e Hso

Posso al  Omde =» Alxol=o

Per Rdle Yrn 3 J(rf‘\E- (onKn) \ (xnjxa} bzl Q’\\(?(li”):.o ¥n
Passo al e\mdcq LR CAENY

wrdlatic  prew dente
= ?\

(k.ﬂ o ¥ = f=6 [ =5 ’E'-Ei' n L
E&U‘ﬂ‘{); di (’f\)t‘rﬁ. onalitiche

Tterg

€ ,5WK oK, Rl SuR

i-x U (=)
Teererna

i segko ge E'0

£9 araltiene = €9 QﬁJ £ acaliee
Pr @Dﬂé Hubme

: )
Secve hn  controlo SOl deriwte Keeswne per %qrmr\\m Laralticte  delle Sonzion
Defimzwme

tk)
TR amlhca= fe C e PR SUNRFY NI 371N B G R e e < ¥x e (re-r, ¥orr)

€. T R ana hht:c\J T w¥erqalpo

9= UL h:h: TR analha T =T nkerwall)

Rir= £

fua ‘-jt—‘)R 0 N ( L0 se xel) : b . . 7 5
VU R (A e ben det perche iz fu s

ot Joa— R % 2 () e xeds e : il

5({)\ 8 T >R

‘l’prolur\go\men'to andlitco o P ed o nwec.  determmcrato &qf
Tﬂg'{)i' On_resto u\_i-ﬁ’ci-:a[g
S

e
O SUHD e

" : ) ; ol plel -t) (n\
Se F ¢ der(uabi® n-votte e £ e |.-\'TQJarabL@! allorg, 2l 2 * ) {K~m‘] & [iz\‘\‘ (¢ 44
o ¢!
c‘l\t“n
Pec 1nduziome !
X
PR % ner ?'EU«— -ﬁ (xol & J 'El({ dt verofer TECT
0SS L Lx t—) Gr T il
at R \
ik PSS P2 I
piT Si.waf\iao Tn vern € S Ra = 51’('_“.— {:HEUCI{: {“ _n‘_‘ £ kﬂJ t X = ‘E U."Id't 4
N %o (n-d ! L1} ; ko €0 '
1 (x~%o) gmm\ Lol L_'—'_,u\hjro dr
nl

‘nverpe =2 Pim\ Vero



®nfontm Ao Rn e ch%(cm%e

n [\ (“
Peleo ] 2 (8] fow gme et g )t
[18Y ko ()

()

Pa(H) 20
[N

< [GN] x
£ (%)= g £ &) PplE)dt con 5 P€)dtca
X X0

Osseryaziome -
Cn) =
Se £ ¢ antinua poSSO diom. 0 Lormula du laéj(or G resto du W O portire da quelid eom resto ntegrals
x X x

[nfotli osserro ehe  my § PVt ¢ [ 4 Y e Pald) dt e My  Polf) d4
LE X | o !
mMin {G\‘ M (_’(") '
[KOJH o6

[e\

Se § e qonk R = Ry S'G(:XQJ&]\L.L {N(‘i): SK (G\\(U P.\({)J{ d—w

) ® x el ) al g N X @
lo= 2 Flal (xrde [ 5 oS € peng s woxa [ PURLEIN
K=o K FORURE wo « ot 9
)

i}
L _\ NS _(»(’M(g)
a foremula @l resto u\{'earake product Stme Pt prease

d qulQ ehe s Oﬁed\aono @ resh 9 Lo 8\'0\!\8(

Resto di Peano: € un resto di tipo qualitativo perché non ci dice esattamente quant'é Ia differenza tra la
funzione e il polinomio, sappiamo solo che tale resto tende a zero quando z tende al centro dello
sviluppo, Zo. Il resto alla Peano ti dice sostanzialmente che la differenza tra la funzione e il suo polinomio
di Taylor tende a zero, e ti dice anche a che velocita tende a zero, ma non va oltre questo.

Resto di Lagrange: il resto alla Lagrange & di tipo quantitativo e ci dice che

- il resto & infinitesimo per x che tende al centro dello sviluppo e a che velocita tende a zero.

- & possibile trovare una stima di tipo numerico del resto; Attenzione una stima e non il valore esatto del

resto. Se conoscessimo il valore esatto del resto allora saremmo a cavallo @

Pill precisamente sappiamo che il resto alla Lagrange si presenta nella forma:

(n) (.
Ry = i( ¢ — )" (ho riportato quello che c'é nella lezione che ti ho linkato)
o » -
n!

dove ¢ € (a,b).

Conosciamo l'espressione di f(")(z) (la calcoliamo!) ma non conosciamo esplicitamente ¢, sappiamo al
pitl l'intervallo in cui si trova.

Queste informazioni non sono da sottovalutare perché ci permette di tenere sotto controllo I' errore che
commettiamo ogniqualvolta sostituiamo lo sviluppo di Taylor alla funzione.



