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1) Tiriamo un dado non truccato due volte. Descrivi uno spazio degli esiti Q e una misura di probabilita P per modellare il risultato di questo
esperimento.
Sia A I'evento {il secondo lancio piu grande del primo}.
Calcolare la probabilita P(A).
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2) Inun gioco il giocatore ed il banco lanciano entrambi per 10 volte una moneta equilibrata. Il
giocatore vince solo se il numero di teste da lui ottenuto & maggiore strettamente del numero di
teste ottenuto dal banco. Qual & la probabilita che il giocatore vinca?
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3. Le n cifre di un numero sono scelte in maniera casuale. Calcolare la probabilita che
(a) non appaia il 3;
(b) non appaiono né il 4 né il 7;

(c) appaia almeno un 5.

Scrivere poi un'espressione per la probabilita che nel numero il 3 appaia prima del 4.
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B} 3 ABRACADASRA, una per fogliatto, e le si pongono in un contenitore. Si estraggono poi, 2 caso,
foglietti. Qual "e |z probabilit'a che le lettere, nell'ordine estratto, dizno di nuovo |z stessa parolz
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1. 8i estraggono due numeri a e b da una seatola contenente npalline numerate da | a n. Caleolare la
probabilita che |a — b = 1 nell'ipotesi che le estrazioni vengano effettuate:

() senza reinserimento;

(b) con reinserimento.
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5] Due amici 5 trovana in codz ad una spartello della loro banca, insieme ad altre n persone. Assumendo di non avere informazioni sul momenta del loro arriva (cioé assumendo che ogni configurazione
delle persane in coda "e ugualments probzbile), calcolare |a probabilit'a che sizno separati
{a) da esattaments k persone;
ik} da almens 3 persene.
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7)  Quattro giocztori sono ad un tavolo da poker. Determinare |z probabilit'a che, una voltz distribuite
|2 carte (ognuno dei quattro giocatori riceve 5 carte),
{a} il prima giocatare riceva ssattaments un asso;
[b) cxgni giccatore abbia esattamente un asso,
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A un giocatore lancia due dadi. Se il risultato del lancio del primo dado & 3, qual & la probabilita che la somma dei risultati
sia almeno 67 Rispondere a questa domanda facendo uso esplicito della definizione di probabilita condizionata.
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). Due contenitori contengono rispettivamente il primo, 5 palline rosse e 7 nere, il secondo 8 palline rosse e 3 nere. Si
sceglie a caso un contenitore e da esso si estraggono due palline, che risultano essere entrambe rosse, Qual é la

probabilita che le palline siano state estratte dal primo contenitore
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% Due dadi vengono tirati. Consideriamo i tre seguenti eventi:
A =il primo dado da un numero dispari,
B = il secondo dado da un numero pari,
C = la somma dei due risultati & pari.

(a) Dire se i tre eventi A, B, C sono indipendenti.
(b) Dire se sono a due a due indipendenti.
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4 Sappiamo che il 4% della popolazione & affetto da una certa malattia. Abbiamo a disposizione un test con
le seguenti caratteristiche: se la persona & malata, il test & positivo con probabilita pari a 0.95, se la
persona e sana, il test & positivo con probabilita paria 0.15,

(a) Qual & la probabilita che una persona sia malata se & risultata positiva al test?
(b) Qual & la probabilita che una persona sia sana se & risultata negativa al test?
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5 Una coppia ha due figli.
(a) Se almeno uno dei due & maschio, qual é la probabilita che entrambi i figli siano maschi?
(b) Se il secondogenito & maschio, qual & la probabilita che entrambi i figli siano maschi?
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£ Siano A, B, C tre eventi. Consideriamo le due affermazioni
H1: “A, B sono indipendenti”
H2 : “A, B sono indipendenti condizionatamente a C” (ovvero P(A n B|C) = P(A|C)P(B|C) ).

(a) Vale I'implicazione H1 = H2?
(b) Vale I'implicazione H2 = H1?
(c) Sotto quali ipotesi su C vale H1 & H2?
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:l Mostrare che, se A, B e C sono eventi indipendenti, allora AnB e C sono eventi indipendenti. Mostrare che il viceversa
non vale. Mostrare lo stesso per AU B e C.
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a Un mago dice di possedere una moneta magica che alterna perfettamente tra lanci risultanti in testa e croce (se la
volta precedente ha dato testa, la prossima volta dara croce e vice versa con probabilita 1). Uno scettico, prima di
vedere I'esperimento, pensa che ci sia solo I'1% di probabilita che la moneta abbia questa proprieta, e chiede al
mago di convincerlo del contrario. Quanti lanci alternati dovranno essere osservati dallo scettico perché (secondo
lui) la probabilita che la moneta abbia la proprieta professata dal mago sia maggiore del 99%?
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9 Cisonon contenitori, numerati da 1 a n. Il contenitore k-esimo contiene k palline rosse e n - k palline nere. Si sceglie a
caso un contenitore e da questo si estrae una pallina. Qual & la probabilita che la pallina sia rossa? Si eseguono due
estrazioni, ognuna con la medesima modalita usata in precedenza. Qual € la probabilita che entrambe le palline siano

rosse, se dopo la prima estrazione la pallina estratta viene rimessa nel contenitore da cui era stata estratta? Qual e la
probabilita se invece la pallina non viene rimessa?

0 comesitei G-, Gn Cc Gntien® K palige Resse  + @K blu.

Ci Ro 4pale ressa o 0=t blu
ani ntenttore  Ra 0 Pﬁ(&ine
S¢ Segse o cosd 0N Comtenitore POCe) | £ (%K

n
a) PR) 7
PR) = PCRIGPCCAY + PCRY Q) PC@Y) + ..+ PRIG) P =

=T TP T E R TR+ T R P IRTG &

0 GowsS
olll X A z\. P(RICkY = ' f (S (n(nu‘]\ &

w0
Ko

Plestrame ura palla rosta do &)

b)  PrrRV?  on rews.

snma D

‘11 2 b3 (Y I\ )( |

beeRl 1 T PRV PCGD = AP LR, @\‘w\
K= on TS, (&4} " “ | S5 6

(‘p
| K | «
p-L{Ck)-=— P(RRlGd@ o

PnEa =ins.

n

PRl k) - kK1
=1

PCRRY = POy 5} plapy oy = L 2
K=



FOGLIO 3 £RS

1) Inun contenitore ci sono 100 palline numerate da 1 a 100. Le estraiamo una dopo I'altra senza
reinserimento.

(a) Qual & la probabilita di ottenere nelle prime 10 estrazioni solo numeri £ 75?
(b) Qual & la probabilita che le prime 15 palline estratte portino tutte un numero dispari?
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2) Una moneta viene lanciata 2n volte. Sia tn la probabilita che il numero di teste sia maggiore del
numero di croci, e un la probabilita che il numero di teste sia pari al numero di croci.

(a) Calcolare il limite di un per n = +ee,
(b) Determinare il limite di tn .
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3) Il numero di telefonate X che arrivano ad una segreteria telefonica di un ufficio ogni 9 minuti ‘e
distribuito X ~ Pois(6). Calcolare

(a) la probabilita che arrivino almeno 5 chiamate in 9 minuti;
(b) la probabilita che non arrivi nessuna chiamata tra le ore 9:00 e le ore 9:09
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5) Consideriamo un esperimento a prove ripetute indipendenti con probabilita di successo p. Determinare la probabilita
che

(a) il primo successo avvenga alla prova k;

(b} il primo successo avvenga dopo almeno k prove;

(c) il primo successo avvenga prima della (k + 1)-esima prova
(d) il primo successo avvenga in una prova dispari;

(e} il primo successo non avvenga mai
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6) Un generatore di numeri casuali produce una successione di terne (i, j, k), coni, j, k€ {0,1, 2,...,9}.
Indichiamo con S I'evento “esce un tris” (ovvero una terna costituita da cifre tutte uguali). Calcolare
la probabilit'a dei seguenti eventi:

(a) tra le prime 10 terne prodotte ci sono almeno due tris
(b) si devono produrre almeno 10 terne per ottenere due tris
(c) si devono produrre esattamente 40 terne per avere 3 tris (ovvero il terzo tris si ha esattamente

alla 40-esima terna prodotta).
a-: {({_,_J‘M |LJJ’K e fol_ra]] #9- 40
? [ esSe LN th31 a i :Io ‘1 [

Ai:{esc& on tes alle (- eswma eshraziome |
f

= : et
Plescomo K trs troo Lo pAme 40 estrazon on K22 )=

=2~ P {escone o trs Oppore A tris trar (@ pneme 40 )

EA-P [o sucwsst tmy (@ prine 40 prose U Asiccesso trle prae 0 proe)

= (0 2 e 5y iraed
P {1 suqesso su 10 estrarion} = () p (-p) \l_oi(%\ =[ (Fi\
~ Bin (10,?] p= & |
: : op Jo-0 w0
Plo successt su 40 estramonl = (A3 ) el = aa(i- TLU") = (%%j

Quindi  PCAY =y - [—‘ (.33)3 ,_(%%)“’J = ]'_(as>9 &+ 22)]

10 oo

b P(R)=P [d\i podort 3lmero © ferme per s

olmeno almeno almena almeno

= l- P[ Pmdu:;o. 9 terme Pe_rﬁ fra + 5 teme p&rri trs + 3 ferme Pﬂfﬁh‘\s-f — 4+ 0%erme F?IF.LEN:;} =

- [or (-8 +(4-f€,h A2 TN
i ]

= A~ Z‘ 4—[L_'_ ( l_ld']

C) 40 terpe per mtns, O ¥ ala 40
Z: # fere prodotie Al 3 teis ~ Biyneg (myp)
= on R-
P(%m: ?\) = Pm (‘?\\T- (ﬁ;:\ P (\-..P\ e

g 3t
P 22 10)= Pa(a0ds (F2) (AN (- 4

7) Un collezionista ha gia raccolto 60 delle 100 figurine di un album. Egli acquista una busta
contenente 24 figurine (tutte diverse), tra le quali naturalmente ve ne possono essere alcune che

egli gia possiede.
Qual 'e la probabilit’a che tra le figurine appena comprate ve ne siano almeno 20 che gia

possiede?
At—[mﬂ\n bushime, W Soe U ¢ pprime che %m ?\Q’I
P (Ao + P (An) + P (AN + PAp2) + PlAD = Jf PlA)

AR s oedi dol osere 2 d‘\a\al‘lm n ume busk g so)[ Lo
(33\ P(A'\ = z ( F ) ‘1‘5)
60\ = Medi i Otepliere 7 fesene tro Quele ehe By 00 A
{eor g o By J o

( 80 N2 “ e ceste dl fime kv q‘uQ_(Ll cte ren ha
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8) Siano dati due esperimenti a prove ripetute indipendenti con probabilit’a di successo
rispettivamente pl e p2 che siano indipendenti tra loro.

(a) Qual “e la probabilit'a che il primo successo del primo esperimento avvenga prima del primo
successo del secondo?

(b) Assumiamo ora che vengano fatte 5 prove per esperimento. Calcolare la probabilit’a che il numero di
successi nel primo gruppo sia maggiore o uguale al numero di successi nel secondo.

2 M- £ sucesso del esperimento G (pa)

Aast Successo del o espenmen® v G (p,)
PCGG) ¢ Gl
=
. [ N
AC R NI oo BoK

PlA avvenop mella K- esuma provs, Ao nen Wweng nele prose prine detlay K, compresa K}
W\

= \*‘M‘" Pa ("PﬂK

% (& e A K- K-\ % X % &
Py 2 0R)T (ops g 2oap) " Gopn) ™ (opa) = 1y lmpy) 2[00 Gopa ] By P A (@-pd Gop))" =
R =K\

-‘
Py « _Pl\) = (1) (-pa)

D B & 0 suCess: del prmo esp > N Sua. dob :,\eégec.\
Ty

Bin (5”;[\ B (5,p5)
PR (R) o (-p0 ™

PCBY = - P Ksow al stcondd esp (al pd ¥ Socc. a\ prico esp
\,\’_, (.

3

(%) F;f (\g&f’“‘ (‘?—-‘3 K (“P.\SQCK-‘\

= - uny 5- (k)
ERE Et L?() PK (- psﬂs 1 ﬁ_) (DV\\ (l—?\\
=)

9. Consideriamo un’urna con N palline, di cui N1 sono rosse, mentre N — N1 sono di colore diverso dal
rosso. Consideriamo I’'esperimento che consiste nell’estrazione di n < N palline, in cui il “successo” “e
I’estrazione di una pallina rossa. Sia Wn la variabile aleatoria che conta il numero di palline rosse
estratte tra le n.

Determinare il range di Wn e la funzione di probabilit'a pWn associata.
Npa(h ne Ni Rosse N-N By

estraggo neN palune | sveesso 2 (o gala € fosse
Waz # Swess) = & palne Tode  estratie

PWn=Nyo @ @ oo almeso & pile g
NolMaan-h © fiano(e-m) = 8y - (R-0)

Range  wn =R"\0, Row M) fo = moxt [8,M _(n-m)
Pion = (IR
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FOGLIO 4

domenica 26 marzo 2023 14:20

1. Sia X una v.a. che prende valori

—1, con probabilita 1/4;
X=4{ 1, con probabilita 1/8;
3, con probabilita 5/8.
(a) Calcolare la densita discreta di X.
(b) Calcolare la funzione di ripartizione di X.

(c) Calcolare i valori attesi E(X), E(X*+1).

40 ©= -
4 W= 4

a]Xe [_lJJle} Px(k):P(X:?ﬂ):

A o3

@ D= Py

f)(: SK -—7@\
® — P(K=k)

) P, (¥) 20 V<€ ox= [‘5 43] p, () € ura densta

%) Z P{(N)_—_j_ 5 Ei*%)'%: 4 di sceetoy

we Sy

La funzione di ripartizione (o cumulative distribution function, in inglese) & una funzione

matematica che descrive la probabilita che una variabile casuale X assuma un valore minore o
b ) uguale ad un certo valore x. In altre parole, la funzione di ripartizione F(x) di una variabile

casuale X & definita come:

Fix)=P(X <x)

dove P(X £ x) rappresenta la probabilita che X assuma un valore minore o uguale ad x.

La funzione di ripartizione F(x) & una funzione crescente e limitata, con valori compresitra0 e
1. In particolare, F(x) = 0 per x < min(X) e F(x) = 1 per x > max(X), dove min(X) e max(X)
rappresentano rispettivamente il valore minimo e il valore massimo che X pud assumere.

Yo . & > R €a f d n@cxrti’uoﬂ&_ ) n
E(x) POXEM) = o(Xe-1)=FC1)= 3

p(Xe 1) =FUI= o=
L 4
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2. Se X e Y sono due variabili aleatorie che rappresentano i risultati del lancio di due dadi, determinare
distribuzione, media, moda e mediana di X — 2Y. Dire infine se X — 2Y & indipendente da X + Y .

9 Xe la-,61 Z,Beiij%@dg){o\)w_} pre=d3
prelininar " 0 (w] . i

valore affes O/meém

eCl-29]= ECx) -2 ELY) = 35 2.3,5 - - 35
N i 6 -
"é”—é* H;.JS_: é%‘t“-q‘:
Yalore modole Quindi, per calcolare la

{ moda di (X-2Y),

L \ dobblamo cercare Il
g = L Ec_ -3 (¢ 0 m’\'zdo“
. edo = Mo,

valore che appare con la

¥ wox P (2=%)\ tone def. messimafrequenea:

Xy 1372 4 6 8 10 12

1 =1 - £ =% 4 ~1
2 g -1 sy (&8 ¢ |H©
3 4 @ sy == @ =9
4 @ 0 S = -6 =5
3 2 ‘ 5 -3 - |-
8 e 2 0 - @B

Rimgq T= E‘“r’;‘*\(
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3. Si lanci un dado con risultato N € {1,2,3,4,5, 6} e si lanei poi una moneta N volte. Sia X il numero
di teste ottenute. Calcolare la densitd disereta di X e il valore atteso E(X).

J=risultale dado
K=tteste otpone 0Condo (oo monekey N solte

6
! B ey L
rocap  prnise) ooy -5 BTG E 30 5

e-K
¥ & WD
g KK
() 13) —
L0
It

JEDN)= 2w p ) = S K Pk = zﬁK Pz__“xa

) (MB K. N K ol KewSukess Gof % esce Te 0N
= l- Con oL £
X nJ Sm (N_,- 13\ ={kJP ( ﬂ SuClesso
ECx)=Np.
1. (a) Mostrare che, se X e ¥ sono due variabili aleatorie e X & costante, allora X e ¥ sono indipendenti,

(b) Siano X.Y variabili aleatorie tali che X% ¢ Y2 sono indipendenti. Possiamo concludere che anche

X e Y sono indipendenti?
% Yo wst o €LX)C
'P()(—.]( 3-_31 - P(K:K\P(.ﬁ‘—j\ Ao i
e =

d ?(){:C— | \‘j’-%\: P [3: 3\: P(}(:(_)P[jf—ﬁ)

b Pouo & trowafe of G tree sempid
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c(Ey)e €LYETI )20 aoe XY
o Gy = ij Gy~ = 3
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B (.\pd(_q = é' 17::%



4, Se le variabili aleatorie Xy, X, Xu, X4 rappresentano 1 lanci suceessivi di un dado, caleolare

Bl + Xa) (X + X0

E[(X4&-X?.\1. S [(x-beuY_l = (E[KP ! "c-CKﬂ)_(Q C xB]fEC&AB =63
(3,5 +3,5) (¥

q)?Uﬂ"..

£ [ (xa+x2) (XeaX 4)

ECxXa) + € 0 XiKu) + € [ Xaka) + € L& Ku] =

- Cx).€0¥B) + ECXDECx] ¢ €Cx2]€CXa]+ ¢

G B

. o oecxats u-(2Y =8

€ [-. X'lx3 X Xa X X3+ X'}_Xu_] -

Cxe] €C&T.

G. In un contenitore ci sono sei palline numerate da 1 a 6. Ne vengono estratte due senza reimmissione.
Determinare legge congiunta, le leggi marginali e i corrispondenti valori di media e varlanza delle
seguenti variabili aleatorie:

(1) X = “massimo tra i due valori ottenuti”, Xe E 1.]'__] Q]
(b) ¥ = “minimo tra i due valori ottenuti”. Se i '\J - 5?

p, (K :3;253 P,(*9)
Pﬂ Ecy = 2 {)%CKJK‘
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7. Sia X una variabile aleatoria a valori reali con densita discreta

P(X:%):% (n>1)

(a) Determinare la probabilita dei seguenti eventi:
i Xzl
i X 2 10+
iii. X <0;
iv. 08X < 3.
(b) Trovare E(X)
Ripetere il punto (b) per la variabile aleatoria ¥ con densita discreta
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12 81 consideri un campione X, ..., X, di legee uniforme su o - boa o+ B, b = 0. Trovare lo stimatore
di massime verosimiglianza per (o, b], studisrne la correttezza, la consistenza o caleolarne il rischio

quarration (medio).
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FOGLIO 9 STATISTICA

sabato 19 agosto 2023 13:29

* Rappresenta gli esercizi prioritari

1. Sia dato {X1,..., X,.} un campione di legge (y1,02). Per stimare y si vuole usare

. L
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(a) Lo stimatore T}, ¢ corretto? _—) ST
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2. * Bia dato {X,,...,] X} un campione di legge Unif({—6,4#))

J —f,4#)). Caleolare lo stimatore di massima
verosimiglianza di # e discuterne la correttezza e la consistenza
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4. * Sia dato un campione X, Xy i legge Ganssiana di parametrd (p. o) € RI0, o).
() Determinare lo stimatore di massima verosimigliona di poeon o = 1,

(b) Sempre per ¢ = 1, utilizzare il metodo dells quantitd pivotale per trovere un intervallo di Gducia
al Livello 0.5 per g,

(e Determinare ln stimatore di massima verosimiglianza di @ eon p nato.

(d) Determinare lo stimatore di massims verosimiglianza per (i, &)
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5. Una impresa di componenti elettronici decide di stimare il numero medio di piccole imperfezioni su
un sistema assemblato. A tale scopo analizza 16 sistemi e rileva che il numero medio di imperfezioni
ammonta a 32 e che la varianza campionaria risulta 8. Supponendo che le imperfezioni abbiano dis-
tribuzione normale, determinare I'intervallo di fiducia al 95% e al 99% per il numero medio di piccole
imperfezioni su sistemi assemblati.
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6. * Dato n = 1, sla (X1, X2,..., X,) un campione estratto da una popolazione di densita
fa(x) = Bexp(z — Oexp(z)), per & > 0.

(a) Determinare lo stimatore 8, di massima verosimiglianza di ¢
(b) Stabilire la correttezza ¢ la consistenza della successione (6, )=

(¢) Dato a € (0,1), determinare una regione di fiducia al livello 1 — o per 8
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7. Daton = 1, sia (X7, Xa, ..., X,,) un campione estratto da una popolazione di densita

g

. 1 4 —a? /i
folx) = mEre Lo ().
dove Ly, oy (x) rappresenta la funzione indicatrice sull’insieme (0, oc).

(a) Determinare lo stimatore €, di massima verosimiglianza di 4.
(b) Stabilire la correttezza della successione (6, )nz1.

{¢) Dato e € (0, 1), determinare una regione di fiducia al livello 1 — e per #.
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FOGLIO 10

sabato 19 agosto 2023 13:26

1. * Sia dato un campione X, ..., X, con densiti esponenziale di parametro A > 0.
(a) Trovare la stima di massima verosimiglianza A, del parametro A e éta,, dei k() = A™1,
(b) Queste stime sono corrette? asintoticamente corrette?

. Jn € consistente?
(d) Esaminare il test unilatero di ipotesi nulla Hy : A < 1 e ipotesi alternativa H;

)
)

{¢) La successione di stime (A, )
)

(e} Esaminare il test di ipotesi nulla Hy : A = 2 e ipotesi alternativa H,

A= 1 al livello a.
: X #£ 2 al livello a.
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c) Ng= O 2 Ha - 0y, Q (wello o

n

Gnse dere (0 Slimatore i = L Z‘X(iv M (n, 80)
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2. * Sia dato un campione Xj,..., X,, con gegge Normale con parametri (p,0%) € R x R>o.

(a) Trovare un intervallo di confidenza a livello 1 — a per il parametro p assumendo di non conoscere
2.

(b) Trovare un intervallo di confidenza a livello 1 — a per il parametro o2 assumendo di conoscere fi.

(c) Esaminare il test unilatero di ipotesi nulla Hyg : pu < po e ipotesi alternativa H; : p > o al livello
a assumendo di non conoscere o2.

(d) Esaminare il test di ipotesi nulla Hy : p = pg e ipotesi alternativa Hy : p # o al livello
assumendo di non conoscere 0.

o4 e ipotesi alternativa H; : o' > o al livello a

IA

(e) Esaminare il test di ipotesi nulla Hp : o
assumendo di conoscere fi.
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3. (Continua dal foglio precedente) Dato n > 1, sia (X1, Xa,..., X,,) un campione estratto da una popo-
lazione di densita

1 4 ;2
fo(z) = 1295.’17"(5 /g]l((,.x)(;zr),

dove 19 )(z) rappresenta la funzione indicatrice sull’insieme (0, c0).

(a) Determinare lo stimatore ©,, di massima verosimiglianza di 6.

(b) Formulare un test per l'ipotesi nulla Ho : 8 < 6y, ed ipotesi alternativa H; : 6 > 6 al livello di
significativita a.

i eb%
On - X

S(-
Ted”

s

Mo- @ <0 IM\:S;eo (N)(on‘?)&\b\-\

P 0aLBr penfio ehe Loa (X~ &) o sirell. crestente
B2t T

o (& —1)"‘)
N O\ - 325 Z\ k_l
kS L < o )
L 13 ~*An 5 Tle e.x\zxy 8.° Pt 9.0
- e o =
B et - s ¢ =0 ® 02
y - 62
Le\ 5 Kg e-x S
12,9
= o e crestonte (n (= 2K
raamne Cedio, {TE do ]
1
Dal\ :)coa\lo ana arefomo Q% iJ > 2 )‘f) ~ T (5, -&7_3
&
Z\ ? 2+ 2
T= ZT ~ ¥ wn)
o
T T o1 2|
Lo By (T3 da ):P%(o; > &o"\\
léJ Ry = A&:&c—’ﬁoh =&
1N /A~J. 2 /
s -
W«\‘—
4. (Continua dal foglio precedente) Dato n > 1, sia (X, X,..., X,,) un campione estratto da una popo-
lazione di densita
fo(z) = Oexp(z — Oexp(x)), per 6 > 0.
(a) Determinare lo stimatore ©,, di massima verosimiglianza di 6.
(b) Formulare un test per Iipotesi nulla Hg : 6 < 6, ed ipotesi alternativa H; : 8 > 6 al livello di
significativita a.
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