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Teorema 1.98 (Teorema Di Sylow)
Sia G un gruppo finito, con |G| = p™m, con p primo, n > 1 e (m,p) =1 *, allora:

(1) Va:0<a<n,3H £ G: |H|=p* (Esistenza

(2) YVa: 0 < a < n — 1, ogni sottogruppo di ordine p® & contenuto in un sotto-
gruppo di ordine p®*!. In particolare, ogni p-sottogruppo & contenuto in un
p-sottogruppo di Sylow. (lnclusione)

(3) Due qualunque p-sottogruppi di Sylow di G sono coniugati (quindi tutti i
p-sottogruppi di ordine massimale sono isomorfi). (Coningio) (€€ aronce orote)

(4) Sia ny il numero di p-sottogruppi di Sylow di G, allora: (Numero)

n, |[|G] e mn,=1 (modp) e n,=[G:Ng(S)"°

“Ovvero p" | |G|, o anche v,(|G|) = n (dove con v, intendiamo la valutazione p-adica).
"Con S ci si riferisce a un qualsiasi p-Sylow, per un p fissato.
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Esempio 1.112 (Classificazione dei gruppi di ordine 8)
Distinguiamo innanzitutto i gruppi in base all’abelianita:

o Se G ¢ abeliano, allora per il Teorema di Struttura abbiamo che G = G(2) e
per la 2-componente abbiamo le seguenti possibilita:
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Z/8Z Z/AZ xZ/2Z Z

Z x Z[2Z x Z[2Z

o Se G non ¢ abeliano, allora ha almeno un elemento di ordine 4 (se avesse tutti
elementi di ordine 2 sarebbe isomorfo a (Z/2Z)?), sia a € G tale che ord(a) = 4,
allora (a) 4G e:

G/(a) ={(a),b(a)} beG\(a)

dove deve essere b? (a) = (a), infatti se fosse b* (a) = b(a) = b(a) = (a) =
b € {a), che & assurdo, dunque:

b%(a) = (a) = b* € {e,a,a® a%}

ma non pud essere che b = a,a®, altrimenti b avrebbe ordine 8, dunque
rimangono soltanto i casi b =1 e b? = a2,
(1) Se a* =1 e ¥ = 1, allora G = {1,a,a?, a® b,ba,ba® ba*} da cui (si
verificano facilmente le ipotesi del Teorema 1.78) segue:

G = (a) %, (b) = D,

dove ¢ : (b) — Aut({a)) XZ/2Z:b— gy e gy : (a) — (a) :a+— a”!
(ovvero g, = —id, se avessimo scelto I'identitd avremmo ottenuto uno dei
prodotti diretti gia visti sopra).

(2) Se a' =1 e b? = a?, osserviamo che bab™" € (a) (essendo il generato da a
normale in G), inoltre non pud essere che bab~! =1 (altrimenti a = 1) o
bab~" = a® (poiché il coniugio conserva l'ordine degli elementi) e non pud
nemmeno essere che bab~! = a (poiché abbiamo supposto che G non sia
commutativo). Pertanto abbiamo necessariamente bab™! = a® <= ba =
a*b, da cui segue:

G2Qs

dove I'isomorfismo manda a — i e b— j.

Dunque i gruppi di ordine 8 sono:

97

Z Z[AZ x Z[2Z zZ

Z/2ZxZ/2Z Dy Qs

AN



