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o COMPITO DI ALGEBRA 1
13 giugno 2017

1. Sia G un gruppo semplice di ordine 168.

(a) Sia S l’insieme dei 7-Sylow e sia P 2 S. Calcolare |N
G

(P )|.
(b) Sia Q 2 S, Q 6= P . Mostrare che N

G

(Q) \N

G

(P )

⇠
=

Z3.

2. Sia f : Z4 ! Z3
l’omomorfismo di gruppi definito da f((1, 0, 0, 0) = (1, 0,�1),

f((0, 1, 0, 0) = (4, 3,�1), f((0, 0, 1, 0) = (0, 9, 3), f((0, 0, 0, 1) = (3, 12, 3).

(a) Si consideri una successione esatta corta

{0} �! Z4 f�! Z3 �! A �! {0}

Descrivere A a meno di isomorfismo.

(b) Contare quanti sono gli omomorfismi surgettivi da A a Z2
3.

3. Sia f(x) = x

8
+ x

7
+ x

6
+ x

5
+ 2x

4
+ x

3
+ x

2
+ x+ 1 2 Q[x].

(a) Calcolare il generatori e grado del campo di spezzamento L di f(x) su Q ed esibire

un elemento primitivo di questo campo.

(b) Calcolare il gruppo di Galois G di L su Q.

(c) Calcolare tutti i sottogruppi di G e i corrispondenti campi fissi.

(d) Calcolare il grado del campo di spezzamento di f(x) su F7.

Soluzione:

(a) Il polinomio f(x) è il prodotto dei polinomi ciclotomici '8(x) = x

4
+ 1 e '5(x) =

x

4
+ x

3
+ x

2
+ x+ 1 che si annullano rispettivamente sulle radici ottave e quinte

primitive dell’unità. Pertanto dette rispettivamente ⇣8 e ⇣5 una di tali radici, si

ha che L = Q[⇣5, ⇣8]. Inoltre ⇣5⇣8 ha ordine moltiplicativo pari a lcm(5, 8) = 40 e

quindi L = Q[⇣40] che è un’estensione di Q di grado �(40) = 16 e ⇣40 è un suo

elemento primitivo.

(b) Le estensioni Q[⇣8] e Q[⇣5] hanno entrambe grado 4 = �(8) = �(5) su Q e sono

entrambe estensioni di Galois. Inoltre hanno gruppo di Galois rispettivamente

G1 = Gal(Q[⇣8]/Q) = Z⇤
8 = Z2 ⇥ Z2 e G2 = Gal(Q[⇣5]/Q) = Z⇤

5 = Z4. Poiché

[Q[⇣40] : Q] = 16 abbiamo che Q[⇣5]\Q[⇣8] = Q e quindi G = Gal(Q[⇣5, ⇣8]/Q) =

Z2
2 ⇥ Z4.
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(c) Abbiamo ⇣8 =

p
2
2 (1 + i), quindi Q[⇣8] = Q[

p
2, i] e L = Q[

p
2, i, ⇣5].

Il gruppo G1 è generato dal coniugio �̄ : i 7! �i,

p
2 7!

p
2 e da ⌧̄ : i 7! i,

p
2 7!

�
p
2. Il gruppo G2 è generato da µ̄ : ⇣5 7! ⇣

2
5 .

Quindi G è generato da

� :

8
<

:

i 7! �i,p
2 7!

p
2,

⇣5 7! ⇣5;

⌧ :

8
<

:

i 7! i,p
2 7! �

p
2,

⇣5 7! ⇣5;

µ :

8
<

:

i 7! i,p
2 7!

p
2,

⇣5 7! ⇣

2
5 ;

di ordine rispettivamente 2, 2, 4 e che commutano tra loro.

Notiamo inoltre che ⇣5 + ⇣

�1
5 =

�1+
p
5

2 e quindi Q[⇣5 + ⇣

�1
5 ] = Q[

p
5].

I sottogruppi propri di G sono i seguenti:

i. 7 gruppi di ordine 2 con i seguenti generatori e campi fissi:

� (L

�

= Q[

p
2, ⇣5]),

⌧ (L

⌧

= Q[i, ⇣5]),

µ

2
(L

µ

2
= Q[i,

p
2,

p
5]),

�⌧ (L

�⌧

= Q[

p
2i, ⇣5]) ,

�µ

2
(L

�µ

2
= Q[

p
2,

p
5, i(⇣5 � ⇣

�1
5 )]),

⌧µ

2
(L

⌧µ

2
= Q[i,

p
5,

p
2(⇣5 � ⇣

�1
5 )]),

�⌧µ

2
(L

�⌧µ

2
= Q[i

p
2,

p
5,

p
2(⇣5 � ⇣

�1
5 )]).

ii. 7 gruppi di ordine 4, isomorfi a Z2 ⇥ Z2, con i seguenti generatori e campi

fissi:

{�, ⌧} (campo fisso Q[⇣5]),

{�, µ2} (campo fisso Q[

p
2,

p
5]),

{⌧, µ2} (campo fisso Q[i,

p
5]),

{�⌧, µ2} (campo fisso Q[i

p
2,

p
5]),

{�, ⌧µ2} (campo fisso Q[

p
5,

p
2(⇣5 � ⇣

�1
5 )]),

{�µ2
, ⌧} (campo fisso Q[

p
5, i(⇣5 � ⇣

�1
5 )]),

{�µ2
, �⌧} (campo fisso Q[

p
5, i

p
2(⇣5 � ⇣

�1
5 )]).

iii. 4 gruppi di ordine 4, isomorfi a Z4, con i seguenti generatori e campi fissi:

µ (campo fisso Q[i,

p
2]),

�µ (campo fisso Q[i(⇣5 + ⇣

3
5 +

1
2),

p
2]),

⌧µ (campo fisso Q[i,

p
2(⇣5 + ⇣

�1
5 +

1
2)]),

�⌧µ (campo fisso Q[i

p
2, i(⇣5 + ⇣

�1
5 +

1
2)]).

iv. un sottogruppo di ordine 8 isomorfo a Z3
2 generato da �, ⌧, µ

2
, con campo fisso

Q[

p
5].

v. 6 sottogruppi di ordine 8 isomorfi a Z2⇥Z4, con i seguenti generatori e campi

fissi:

µ, ⌧ (campo fisso Q[i]),

µ, �⌧ (campo fisso Q[i

p
2]),



µ, � (campo fisso Q[

p
2]),

�µ, ⌧ (campo fisso Q[i(⇣5 + ⇣

�1
5 +

1
2)]),

�µ, �⌧ (campo fisso Q[i

p
2(⇣5 + ⇣

�1
5 +

1
2)]),

⌧µ, � (campo fisso Q[

p
2(⇣5 + ⇣

�1
5 +

1
2)])

(d) Abbiamo che 8 non divide 6 = |F⇤
7|, quindi '8(x) non si fattorizza completamente

in F7. Tuttavia 8 divide 48 = |F⇤
49|, quindi '8(x) si spezza in fattori di grado 1 in

F49.

D’altra parte 7

4 ⇠
=

1(5) e quindi il più piccolo campo in cui '5(x) si fattorizza

completamente è F74 .

Ne segue che il campo di spezzamento di f(x) è F74 , che è un’estensione di grado

4 di F7.

Istruzioni:

- non scrivere a matita;

- consegnare solo la bella copia;

- non utilizzare appunti, quaderni, libri o oggetti elettronici;

- scrivere lo svolgimento dell’esercizio 2 su un foglio separato.



651 Pui team ' oh
'

Lylmv , met

§
/ = 8

,
e

mdtu
1 No ( p ) 1 =

1,6¥
,

= 168g = 21

Oyseniamo he P
you per coniugio  our

§
mdowiolmoblo in due mhte : { P } e

§
- { P }

Jnfott : P e- funds able '
mine ( p Ppt =P Fpep)

.

Tmltu

§
- { P} i cotitmto ok unlumianlita :

infatti
le mhti tell

'

mine hours cshobnobta 1 or 7
,

o
e se a

'

fore Q e

S
- { P} lauds . fordoll '

time
, Memmo

p Qpt = Q fpe P
main P c- No ( Q) .

Ma
guests e- msn.hr

puchi No ( Q ) ha unownhta 21 e posoiedeun
solo t - Lybw , he e- Q

,
non P

.

On considering llmione oh
' No ( P ) an

§
per

coming .
Poichi P < No ( P) da gwontonbtooymo

J
combustions ehe §nine moldings

in  owe mhte
:

{ Ps e
8

- EP} .



Allan to stdibmotne oh'

an Q e

§
- { P }

Wyeth a quest a mine eha ouownohti

INGCPHI§l- y

t ¥ =3

Per definition guests stdibstotou e- No ( Q ) n Ndp)
he awmgmee e- I 213

B z

-g,

La mat rice noouata  a f rug . Ile baidu.bn.li

on
the

,

93 ?
} ) bn uniforms oh ' hmthe

a : : :p
Dungun Jmn f ±Lpmz

,

( ( to ) , ( § )
, (8D)

e A  I ZI
synth:D

⇒ 's a



Gli amomofmmi

nngeltm
 

da 213×26 -7432
nano fanti gwonte roms le motnii imetbili in

Matza ( Us ) ,
min (32-1) (32-3)=8 . 6=48

.


