
Primo compitino di Algebra 1
12 novembre 2021

Cognome e nome: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Numero di matricola: . . . . . . . . . . . . . . . Aula: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

IMPORTANTE: Non si possono consultare libri e appunti. Non si possono

usare calcolatrici, computer o altri dispositivi elettronici. Non si può scrivere

con la matita. Ogni passaggio va motivato (eccetto che nel quiz).

Esercizio 1. QUIZ rapido (1 punto, date la risposta senza dimostrazione):

scrivere un campoK e un polinomio p(x) irriducibile che abbia radici multiple

in una estensione di K.

Esercizio 2. (5 punti, con dimostrazione)

1. Scrivere in una delle forme canoniche il gruppo abeliano finitoAut(Z900).

2. Quanti sottogruppi di ordine 20 ha il gruppo Aut(Z900)?

3. Dati i vettori v1 = (2, 8, 2, 2), v2 = (2, 14, 8, 8) in Z4
, trovare un vet-

tore v3 2 Z4
tale che, posto H = SpanZ(v1, v2, v3), valga Z4

/H ⇠=
Z⇥Aut(Z900).

(per scrivere la soluzione potete usare anche la facciata dietro, che è
vuota)

K = Zq (e) con q primo
PG) = × ? - È

1) Aut (l'goo ) E Ant ( 24 ✗ 2kg ✗ Zg )
= Aut ( 24) ✗ Aut (Es) ✗ Aut (4)
E 24 × Zao × %
i



tato che fp primo disponi
""Ant (l'pa) è l'payp .y

e Ant ( Yin ) E Zè Ha-2 la 2=2

E 21
<
✗ (24×215) × (4×25)

E ¢, ✗ 24×24 ) ✗ 2'} ✗ L'5
2) 9-uno I gruppi nella forma canonica qui sopra .

.

Un elemento v = ( di b , C , d , e) ha ordine 20
se e solo se e -1-0 (quattro scelte) , D= o

, e
=

,
b =

,

a-% .

In totale ci sono 4 . 2 . 2 . 2 = 32 elementi di ordine 20
.

In ogni gruppo ciclico E24×24 = 24 o ci sono y(za) = 8 elementi
di ordine 20

. Dunque abbiamo % = 4 a. gruppi H isomorfi a% .

Ma un
gruppo K

di ordine 20 può essere isomorfo anche a

(4×4)×25 .

Ln ¥ via Aut (900) hanno un solo $. Lylow,
dunque entrambi contengono ( o :O, 0, 0,1) . Allora K è determinato
dal a. gruppo

di Ant 121,oo ) normato a 4×24 che contiene
. Questi sono

tanti quanti in gruppi isomorfi a 21×24 in 24×24×-44 ,
o>via 7 ¢ ho (f)=21 modi di tagliere

.

due elementi di ordine 2
,

ma a tre a tre queste scelte individuano lo stesso s .

gruppo ) .
Dunque la risposta è 41-7=11 .

no 55A INTER A3) Noto che ( { ;)
"

{ %) Questomi suggerisce di prendere E- (%)



Esercizio 3. (10 punti, con dimostrazione)

1. Per ognuno dei seguenti gruppi di ordine 24, dire se sono del tipo

Z3 oZ3
2 o del tipo Z3 oQ8 o nessuno dei due:

(a) Z4 ⇥D3 è del tipo
1
.......................... perché

(b) Z2 ⇥A4 è del tipo
2
.......................... perché

(c) Z2 ⇥D6 è del tipo
3
.......................... perché

1
scrivere il tipo o scrivere ”NESSUNO” se non è di nessuno dei due tipi

2
scrivere il tipo o scrivere ”NESSUNO” se non è di nessuno dei due tipi

3
scrivere il tipo o scrivere ”NESSUNO” se non è di nessuno dei due tipi

O 2 0 O MOSSE INTERE z o o"Fatti

({ §g)→ ({ § ;) -4
'"

(06088%) "
Allora ÈÈ.us) = Ex# Io ✗ Z-itutkgo.KZ

L

NESSUNO Inno 2-Sylar
e- isomorfo ALGHE

NESSUNO non fa un solo
3- Lybmw ( esempio : 0 ✗ ( ( 1,23)) e 0×(1,2/4)) )

↳✗È il 3- Lybnw è
unico :O ✗ (E) e un 2-Lglowènamofon 21?
( esempio : Ignorato da ( ^ , e) , (art) ,@ s) )
dove rigenerano Dg con la notazione solita

.



(d) Z2
2 ⇥D3 è del tipo

4
.......................... perché

(e) SL(2,Z3) è del tipo
5
.......................... perché

4
scrivere il tipo o scrivere ”NESSUNO” se non è di nessuno dei due tipi

5
scrivere il tipo o scrivere ”NESSUNO” se non è di nessuno dei due tipi

21
,✗
È

come
sopra,
il

3. Lyla è unico :(0,0) ✗ (r) e un 2-Lyla
è isomorfo a ZÌ (esempio : generato da ¢1,0 ) , e)

'

,¢0,1) , e)¢0,0 ), s ) ) .
nota ; i gruppi (c) e (d) sono ISOMORFI .

Nessuno I 3- Sylow non
è unico

.

Per
esempio { ( ft ) fa e l'3} e

/ ( II ) / beh} sono due sguyyi di condensati }.



2. Dire quanti sono, a meno di isomorfismo, i prodotti semidiretti del tipo

Z3 oZ3
2.

Considero i partiti e : È → Aut (B) E%
Loro applicazioni 24 - lineari . Pertanto sono univocamente detenutate
dal loro Kee

. Le d Ken = LE ho ilÉmile e
dunque ho 21} ✗ ZÉ . Limo ora tu e tz tali
che Katy f- Katz e Kate =/ ZÌ t ka ta
Noto che Ken Ty e Keita sono due piani in %

}
1

( hanno dimensione 2) .

Trono certamente un automatismo

p c- tutti}) = 6L(ZE) che manda l' uno nell' altro

( pernottamenti? ls.me % ,
v
,
di Kent

,
e una base W

> ,
W
,
di Kent ,

completa ciascuna di essre ad una base di ZÌ aggiungendo unaZ ¢ Katy U Katz e definisco ps ponendo
poi) = Wi ,

"

plic) = We
, p (E) = z )

Allora
per il noto LEMMA ,

E = T , o p e dunque 247,ZÌE % ✗È .

Tutti i T con Kent =/ ZÉ augurano dunque un solo
prodotto semideserto ( ameno di 150)

.
La risposta è



3. Dire quanti sono, a meno di isomorfismo, i prodotti semidiretti del tipo

Z3 oQ8.

dunque 2 : infatti 21.3×-421} e ↳ ✗ ZÉ NON SONO 150

FRA LORO ( potete USARE il lemma FONDI 2- ione NECESSARIA
,µ,

a vedere che il primo non è abeliano) .

Considero i possibili e : Qg → Aut (%) -724
Le [ è banale ho il prodotto diretto Z} ✗ Qg .

Altrimenti t è caratterizzato dal suo Ker
,
che è un

a. gruppo
di ordine 4 di 98 . Ci

sono solo 3 - gruppi
di ordine 4 : ( c) , (s)

,
( K)

.

Consideriamo
per esempio Ty tale che kn -4 = ( c)

e Tz tale che Hertz= (J) .
Da quello che sappiamo nn Ant (Qo) , esiste
y c- Aut ( Qo ) tale che fa) =] e y (5) = i
Allora Ti q = -4 ( hanno lo stesso Ka ) e per il
NOTO LEMMA ↳%% = 2'} ✗E Q8 .

Analogamente mi dimostra che ↳ ✗
↳
Qs = 244,4donne T

}
è l'omomorfismo con Kent

} = ( k) .
Dunque , oltre al prodotto duettò, esiste solo un prodotto
remi duetto del tuo Z} ✗ Qg , I DUE GRUPPI NON SONO
I 50 FRA LORO ( PER IL LEMMA "CONDIZIONE NECESSARIA)

.


