
Secondo compitino di Algebra 1
15 dicembre 2021

Cognome e nome: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Numero di matricola: . . . . . . . . . . . . . . . Aula: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

IMPORTANTE: Non si possono consultare libri e appunti. Non si possono

usare calcolatrici, computer o altri dispositivi elettronici. Non si può scrivere

con la matita. Ogni passaggio va motivato (eccetto che nel quiz).

Esercizio 1. QUIZ rapido (1 punto, date la risposta senza dimostrazione):

scrivere un intero m tale che il gruppo di Galois Aut(Q(⇣m)/Q) sia isomorfo

a Z2 ⇥Z2 ⇥Z12.

Esercizio 2. (8 punti, con dimostrazione) Si consideri in Q[x] il polinomio

f(x) = (x
5 � 1)(x

2 � 11) e sia K il suo campo di spezzamento su Q.

1. Calcolare [K : Q]

2. Descrivere il gruppo di Galois G = Aut(K/Q).

3. Dire quanti sono i sottocampi di K che hanno ordine 4 su Q e per

ognuno di essi esibire un generatore (ossia scriverli nella forma Q(↵)).

4. Considerare il polinomio f(x) = (x
5�1)(x

2�11) in F7[x], e determinare

il suo campo di spezzamento E su F7 e il gruppo di Galois Aut(E/F7).

(per scrivere la soluzione potete usare le prossime facciate, che sono
vuote)
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TRACCIA 50 LUZIONE

①Il
campo

K è Q (9s
,

lei )
.

Il grado si calda
col seguente diagramma :



grado =L
mai " .

è malva di
x2 - 11

Q MYQI 5)
\

a
/

µi e- di Geon e ha grado 2 .

è di geom e ha grado 4
con

gruppo di falso E 214 ( visto a lezione)

LappimTÉÉmdura che c'è un'unica

sottostazione L con ¢ E LE Q ( 95 ) e [ :Q]⇒ .

Come abbiamo vuote a lezione
, vole L = Q (vs) .

= Q (95+95-1) .

Allora 0,195 ) n Alti ) = IQ .

Le fosse infatti ¢ (via) e IQ (G) allora darebbe
essere Q liti) = Q (v5) e questo è falso come è noto
( re pe q primi distinti, IQ (vp) =/ ☒ (t) ) .

In particolare ti ¢ QQ5) e dunque ☒ : (9 =L
.

Per il teorema delle torri
, ☒ : ¢] =@ : ¢195)]☒ (%-) :④⇒-4=②

Li puoi adesso utilizzare il teorema (eanuur >molto a
=8

lezione ) per cui (vedi o>rimozioni accanto al diagramma ) :

Ait( wa ) = Antiga) × Aut (Quik)



Dunque
Ant (Hq ) E 24×4
Ora osserviamo che se a- c- Aut (Hq) abbiamo le seguenti

scelte :

a- (7) =ÈÈ a- (via) = /
ti

fà '
→

&"

I valori o (7) e • (Vt ) determinano univocamente
a-

.. Dunque ho il massimo 8 scelte pe è
ma so già che /Aut ( Hq) 1=8 , allora tutte le
8 scelte danno luogo ad un elemento di Aut (Hq ) .
In particolare considero
a-1 : G- → SÌ e p

: ti → -va

via → v11 95 → 95

Si verifica subito che 0G-y) = 4 a 0(f)⇒ .

Inoltre p ¢ (q) . Dunque 07 e p generano
Ant (Ya) .

③ Paul teo di corrispondenza uno . campo
di

grado 4 am Q è il campo furono di un a. gruppo
di



ordine 2 di Ant (Hq ) .
Tali a.gruppi sono tre : (oì)

, (p ) , ( oip) .
Vuole che Eix (p ) = Q (7) ( infatti G- è furto da p

dunque '

Eix ( p) = Q(%-) = Q .

[
"""""° """""

Liam =QVS.ru ) .

Dato che È ) : Q) =4
Vuole che M e- est . di galois di Q
•Antona) ±2kHz .

e ☒ (95) : Q] =p
L'orbita di V5+vita è dataÈÈÉÙ si conclude paragoni di
④(rstvnt) : Q] =4 dunque grado )

.

àÉÉÌÉàÉEansia
Infatti oy fara V11

,
inoltre ci manda & m

SÌ = %
"

=§ dunque coincide con la retrazione
del comizio a K ;

da questo- si ricava che
si fuma v5 . Dunque

i

Fatti) = Q (vs, V11)
e si conclude

ya ragioni di grado .

Vuole che Fui Gip ) = Q (Ts, ti Vs -È ) )
Infatti vie ( 9g -9si

'

) viene fissato da ai p
Tu Hai -9s.

" ) -5CHE -È) (-va) (7-1-7)
e anche V5 viene fumata da aip (è fissato sia da óriadap).



Dunque Ei (*E f)
'

2 Qui, it (B- -9si
' ) )-7

e si conclude per ragioni di grado :
i

Q E Qui) c- Q ( vs
,
ti 195 -È))

T µ grado = 2MÈI
grado 2 grado = < perché ti / 95 -9s

"

) c- ¢ YR
e ± < peché È trip) : Q] =4

Infine F-☒(t (95-È)) . Basta mostrare che TSET
. Infatti

CHE -7" ))! " (YÌTSÌ -a) ⇒ È-19s? c-T
.

Ma SÌ +SÉ=.-9
,
-9!-1

dunque 95+9si' ET
.

Ma 951-9È = -tivù ⇒ v5 c-T
. ( abbiamo giàmenzionato il fatto che QUE ) = Q (95+95-1) ) .④ ¢-1 ) (è-11 ) = (è-1 ) (✗talk -c) m 244]

Il
campo

di qmuamentoeoinu.de dunque con quello di
✗5- 1 .

Ora tale campo K = fin dei continua tutte le
radici quinte di 1 .

Le 21=1 è una tale radice allora

☐ (a) = s .

Ma 0 (a) deride | K
* | = 771

Il più piccolo n per cui 5 / 7"-1 →sia 771 (5)
,

è n= 4 .

Viceversa FÈ È ciclico di ordine
74-1 e dunque contiene esattamente un n . gruppo di .

ordine 5
, gli elementi di questo a. gruppo sono le 5

undici quinti di 1 . Dunque K =Fa e
1-ut ( FU;) E 2L, come aggiorno dalla teoria .



Esercizio 3. (10 punti, con dimostrazione) Sia K = Q(
p
2,
p
3).

1. Scrivere l’orbita di
p
2 +

p
3 rispetto agli elementi di Aut(K/Q).

2. Mostrare che ↵ =

pp
2 +

p
3 /2 K e determinarne il polinomio minimo

p(x) su Q.

3. Sia L il campo di spezzamento di p(x) su Q. Mostrare che i 2 L e

determinare [L : Q].

4. Calcolare N = Gal(L/Q[i]).

5. Descrivere G = Gal(L/Q) come prodotto semidiretto N o H per un

opportuno gruppo H.

Soluzione:

1. Le estensioni Q(
p
2) e Q(

p
3) sono di grado 2 e quindi di Galois su Q.

Inoltre sono distinte perché 2 non è un quadrato in Q(
p
3). Infatti se

fosse (a +
p
3b)

2
= 2 con a, b 2 Q, seguirebbe ab = 0 e dunque 2 = a

2

oppure 2 = 3b
2
, entrambe impossibili. Dunque Q(

p
2,
p
3) è di Galois

su Q di grado 4, con gruppo di Galois non ciclico, in quanto ci sono

due sottoestensioni non banali distinte, e dunque H = Aut(K/Q) =

Z /2⇥ Z /2. Un generico � elemento di H è determinato da

⇢
� :

p
2 7! ±

p
2

� :
p
3 7! ±

p
3

dunque gli elementi � cos̀ı descritti sono tutti realizzati (sono al più 4

in un gruppo di 4 elementi) e l’orbita di
p
2 +

p
3 è data da

{
p
2 +

p
3,
p
2�

p
3,�

p
2 +

p
3,�

p
2�

p
3}.

2. Si ha (
p
2 +

p
3)

2
= 5 + 2

p
6 e (

p
2 +

p
3)

4
= 49 + 20

p
6. Quindi

(
p
2 +

p
3)

4 � 10(
p
2 +

p
3)

2
= �1.

Quindi
p
2+

p
3 è radice del polinomio x

4�10x
2
+1. Inoltre segue chep

6 2 Q(
p
2+

p
3) e poiché

p
6(
p
2+

p
3) = 3

p
2+2

p
3 segue che

p
2 2

Q(
p
2 +

p
3) e

p
3 2 (

p
2 +

p
3). Dunque Q(

p
2 +

p
3) = Q(

p
2,
p
3)

n



e
p
2 +

p
3 ha grado 4 su Q. Pertanto x

4 � 10x
2
+ 1 è il polinomio

minimo di
p
2 +

p
3 su Q.

Chiaramente, siccome ↵
2
=

p
2 +

p
3, abbiamo che

p(x) = x
8 � 10x

4
+ 1

annulla ↵. Mostrando che ↵ /2 Q(
p
2 +

p
3) ne seguirà che p(x) è il

polinomio minimo di ↵ su Q. Consideriamo ora ⌧ 2 H = Aut(K/Q)

tale che ⌧(
p
2) =

p
2, ⌧(

p
3) = �

p
3. Non è dunque possibile che ↵ 2

K ⇢ R perché abbiamo che (⌧(↵))
2
= ⌧(↵

2
) =

p
2�

p
3 < 0, il che non

può succedere, perché in R tutti i quadrati sono maggiori o uguali a 0.

Dunque ↵ /2 K e poiché p(↵) = 0 abbiamo che [Q(↵) : Q] = 8 e p(x) è

il polinomio minimo di ↵.

3. Le radici di q(x) = x
4� 10x

2
+1 sono ±

p
2±

p
3. Poiché �

p
2+

p
3 =

(
p
2 +

p
3)

�1
e
p
2�

p
3 = �(

p
2 +

p
3)

�1
, possiamo dire che le radici

di q(x) sono ±(
p
2+

p
3)

±1
. Quindi le radici di p(x) sono ±↵±1

,±i↵
±1
.

Di conseguenza il campo di spezzamento L è Q(↵, i↵) = Q(↵, i) 3 i.

Poiché i /2 Q(↵) ⇢ R, abbiamo

[L : Q] = [Q(↵, i) : Q(↵)] · [Q(↵) : Q] = 2 · 8 = 16.

4. Per cardinalità gli automorfismi in N = Aut(L/Q(i)) sono tutti e soli

quelli determinati da

↵ 7! (i)
k
↵
±1

k 2 Z /4.

Chiaramente ' 2 N definito da '(↵) = i↵ ha ordine 4, mentre  2
N definito da  (↵) = ↵

�1
ha ordine 2. Poiché  /2 h'i segue che

h'i \ h i = {1} e h'i · h i = N . Inoltre poiché  ' 
�1

= '
3
, il gruppo

N è isomorfo a D4.

5. Poiché Q(i)/Q è un’estensione di Galois, il sottogruppo N di G =

Aut(L/Q) è normale e isomorfo a D4 per il punto precedente.

Poiché l’estensione L/Q(↵) è di grado 2, è di Galois con gruppo di

Galois isomorfo a Z2. Tale gruppo non è normale in G in quanto

l’estensione Q(↵)/Q non è di Galois. Poiché L = Q(↵, i) abbiamo che

Aut(L/Q(i)) \ Aut(L/Q(↵)) = {1}.

Ne segue che Aut(L/Q(i)) · Aut(L/Q(↵)) = Aut(L/Q) e che G =

Aut(L/Q) è isomorfo a D4 o Z2.

Mammà

Lia ora c I coniugio ristretto a
L

.

Dunque ( (a) = a e C (c) = - ie Ant (Hq (4) =
= (c) . Per descrivere Da ✗ 24 restano



da calcolare i coniugi CYC e CYC .

Vale CYC (a) = - ia = y
>
(a)

< yc (c) = i =p
> (c)

dunque cyc =p
>

=p
-1

Inoltre
cyc (a) = a-

'
= ✗ (a)

CYC ( i) = i = yi)
dunque CYC = Y .

1 .


