Compitino di Algebra 1
18 gennaio 2022

Esercizio 1. Sia 0 = (1,2,4,6,7), 7 = (2,6,7,4) and sia G = (o,7) il
sottogruppo di S7 generato da o e 7.

1. Calcolare |G|.

2. Determinare il numero di 2-Sylow di G.

3. Quanti elementi di ordine 4 sono in G?

4. Quante classi di coniugio contiene G?
Soluzione:

1. Si verifica che vale la relazione
Tor ' =(2,6,7,4)(1,2,4,6,7)(2,4,7,6) = (1,6,2,7,4) = ¢° € (o).

Posto quindi A = () e B = (1) hanno ordine coprimo (5 e 4 rispet-
tivamente) quindi A N B = {1}. Siccome B normalizza A segue che
AB & un sottogruppo di G quindi AB = (0,7) = G. Ne segue che
|G| = |AB| =|A|-|B|/|[ANB| = |A|-|B| =5-4 = 20.

2. Siccome ToTt = (2,6,7,4)(1,2,4,6,7)(2,4,7,6) = (1,6,2,7,4) = o3
non ¢ una potenza di 7 (muove 1), segue 707! ¢ B per cui B non
¢ normale in G. D’altra parte e un 2-sottogruppo di Sylow di G e
per il teorema di Sylow il numero di 2-sottogruppi di Sylow di G, che
chiamiamo ny, divide |G : B| = 5 quindi & 1 oppure 5. Di nuovo per il
teorema di Sylow siccome B non e normale in G, ny # 1 quindi ny = 5.
Quindi G ha cinque 2-sottogruppi di Sylow.

3. Siccome B e un 2-sottogruppo di Sylow ciclico di ordine 4, tutti i 2-
sottogruppi di Sylow di G sono ciclici di ordine 4 (sono coniugati a B,
in particolare sono isomorfi a B). Ogni 2-sottogruppo di Sylow contiene
¢(4) = 2 elementi di ordine 4, e ogni elemento di ordine 4 ¢ contenuto
in un unico 2-sottogruppo di Sylow (quello che genera). Siccome ny =5
segue che G ha 5 -2 = 10 elementi di ordine 4.



4. Contiamo intanto i coniugati di 7. Come sappiamo 7 ha esattamente
|G : Cg(7)| coniugati, dove Cq(7) = {g € G : Tg = g7} ¢ il centraliz-
zante di 7 in G. Siamo ridotti a trovare tale centralizzante. Certamente
7 € Cg(7) (7 commuta con se stesso) quindi B C Cg(7). Siccome B ha
ordine 4 e indice 5, se C(7) # B allora Cg(7) = G, ma quest’ultima
uguaglianza non ¢ vera perché come visto nel punto (1), o e 7 non com-
mutano e quindi certamente o ¢ Cg(7). Ne segue che Ci(7) = B ha
ordine 4, quindi 7 ha |G : Cq(7)| = |G|/|Ca(T)| = 20/4 = 5 coniugati.
Siccome G ha dieci elementi di ordine 4 (per il punto (3)), gli elementi
di ordine 4 di G non sono tutti coniugati (altrimenti sarebbero tutti
coniugati a 7, assurdo dato che 7 ha solo cinque coniugati). Quindi G
ha due classi di elementi di ordine 4, ognuna di cardinalita 5. Siccome
ror ! =3, thor* = o3 tutti gli elementi non identici di A sono
coniugati ad o (le classi di 3¥* mod 5 sono 1,2,3,4) quindi G ha una
classe di elementi di ordine 5 che consiste dei 4 elementi o, 02,03, o*.
C’¢ un unico elemento di ordine 2 in ogni 2-sottogruppo di Sylow (in-
fatti un gruppo ciclico di ordine 4 ha un unico elemento di ordine 2) e
siccome i 2-sottogruppi di Sylow sono coniugati anche gli elementi di
ordine 2 risultano tutti coniugati. Riassumendo, G ha una classe di un
elemento di ordine 1 (I'identita), 2 classi di 5 elementi ordine 4, una
classe di quattro elementi di ordine 5 e una classe di cinque elementi di

ordine 2.



Esercizio 2. Si consideri il sottogruppo A di Z* generato da
(1,0,1,0),(3,2,3,0),(—1,2,1,2),(1,0,1,2).
1. Scrivere in una forma canonica il gruppo Z* /A.
2. Dire se esiste una successione esatta corta

02 A—>7Z—B—0

dove B ¢ un gruppo abeliano di cardinalita 10.

3. Dire se esiste una successione esatta corta NO N e RE Se N ]'E
NEL (OMOTO:

VAT =
dove C' & un gruppo abeliano di cardinalita 10. P{’;o‘so‘j&— = RA-‘/ (9] \

4. Costruire una estensione di Galois Q C FE tale che Aut(E/Q) sia
isomorfo a Z* /A.

0= A7 —=C—=0
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Esercizio 3. Si consideri il campo K = Q( ¥/5, (5, 1).
1. Calcolare [K : Q] e dimostrare che I'estensione Q C K & di Galois.

2. Descrivere il gruppo di Galois Aut(K/Q) ed esibire dei generatori.
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