CONGRUENZE E DIVISIBILITA’
Prima di introdurre la nozione di massimo comune divisore (MCD), dobbiamo studiare i
concetti di divisibilita fra interi, cio&€ conoscere le caratteristiche e le proprieta delle divisioni
fra numeri interi.

Definizione. Siano a e b due interi.
Si dice che a divide b o che b é divisibile per a (e si indica con a|b ) se esiste ed € unico un
intero g tale che b=gxa.
In simboli si ha:
perognia,biZ, albseesiste q1Z tale che b=gxa.

Questa relazione di divisibilita gode di semplici proprieta:

perogni a,b,c1Z, allora
1) se alb e b|c, allora a|c;
2) sealbeb'0,alloral1f|al£|b|;
3) 1|beblb;
4) se albe b|a, alloraa=1b;
5) se a|1, allora a = 1;
6) se a'0, allora a|0;
7) a|b se e solo se a|(-b) se e solo se (-a)|(b) se e solo se (-a)|(-b);
8) sealbe alce presi m,niZ, allora a|(mb+nc);
l'intero mb+nc si dice combinazione lineare di b e c;
9) se alb e a|(b+c), allora alc.
Dimostrazione.
1) Se alb, allora esiste un intero q tale che b=gxa e se b|c allora esiste un intero p
tale che c=pxb,
quindi si ha che c=pxb=pxgxa.
Se poniamo k= pxq, avremo un intero k tale che c=kxa, allora a|c.
2) Prendiamo a IR, allora per definizione di valore assoluto avremo che
la| =é a, se a>0;
é -a, se a<0.

Ora se a|b, possiamo scrivere che b= gxa e, poiché b'0, questo implica che sia a che g sono
diversi da zero, allora sia ha che |b| = |q|*|a|. Da queste relazioni si deduce che:
|al 31, poiché a'0;
|b| 2 |a|, perché & uguale al prodotto di |a| per una quantita positiva non nulla.
3) Dimostrazione immediata tramite I'applicazione della definizione.
4) Se a|b, allora esiste un intero q tale che b=gxa,
se b|a, allora esiste un intero f tale che a= txb,
quindi sostituendo otteniamo che b= gxtxb, da cui abbiamo che gxt=1.
Essendo g e t numeri interi, questo implica che g=t=1, oppure q=t=-1, da cuisihache a=%
b.
5) Dalla definizione segue immediatamente che esiste un intero t tale che 1= txa,
per cui,
essendo a e t due interi, abbiamo a=f=%1.



6) Si ha che 0= gxa, condizione verificata da =0 per ogni elemento a di Z, Se
perd a=0, allora 0=gx0 & vera per ogni q, contro la richiesta che ¢ sia unico.
Quindi 0 non divide 0.
7) Dimostrazione immediata.
8) Dalle ipotesi abbiamo che esistono due interi p,q tali che b=gxa, c=pxa, allora la
combinazione lineare mb+nc diventa
mb+nc =mqgxa+n pxa = (mq+np) xa = t xa, per t=mq+npiZ,
per cui si ha che a| (mb+nc).
9) Poniamo c=(b+c)-b.
Ora sappiamo che a|(b+c) per ipotesi, a|(-b) per |la proprieta 7), quindi a divide la somma dei
due termini per la proprieta 8), per cui alc.
c.v.d.
Esistono anche interi che non sono divisibili per altri interi eccetto che per l'unita e per se
stessi, questi numeri vengono chiamati primi:

Definizione. Un intero p & primo se p*2 e se i suoi soli divisori sono 1 e p.

In particolare, per la proprieta 7), se p & un primo e a un intero allora a|p se a | {+1, +p}.
Quindi possiamo anche concludere che se a & un intero positivo, allora a non & un primo se
e solo se a=1 o se esistono due interi b,c con b*2, ¢32 tali che a=bxc.

La scomposizione in fattori primi gode di 3 proprieta fondamentali:
Proposizione 1. Ogni intero maggiore o uguale a 2 € primo od & un prodotto di primi.

In altre parole, preso un qualunque intero a, esistono p,,%,p, primi (non necessariamente
distinti) tali che
a= p,x"axp, (r>0)

Dimostrazione.
Se a é primo non c’é niente da dimostrare.
Consideriamo ora a%2 , intero non primo.
Procediamo per assurdo e supponiamo che a non sia prodotto di primi, allora per il principio
del minimo, esiste il piu piccolo intero positivo a®2 che gode di questa proprieta.
Se a non é primo, allora si potrebbe scrivere come prodotto di b,c con b,c*2 e sia b che ¢
sono minori di a e saranno prodotti di primi, per cui il loro prodotto, e cioé a, sara ancora
prodotto di primi, il che contraddice l'ipotesi.

c.v.d.
Abbiamo ipotizzato che i fattori della scomposizione non siano necessariamente distinti,
infatti si ha che:

Proposizione 2. Sia a%*2 un intero. Allora esistono dei primi p,,%,p, con p,<p,<...<p, degli
interi positivi m,,...,m, tali che
a=p,"xp,"%...xp,",
dove p,,%,p, sono chiamati fattori primi di a, mentre m, & 'esponente di p, per i=1,...r di a.
In seguito proveremo che questa scomposizione & unica.



Una conseguenza fondamentale di questa proposizione & che ogni intero maggiore di 2 &
divisibile per almeno un primo. Questa osservazione ci permette di dimostrare il seguente
teorema:

Teorema 3. Esiste un numero infinito di primi.
Dimostrazione.
Procediamo per assurdo, supponendo che esista un numero finito di primi e dimostrando
che ne possiamo sempre costruire un altro che non appartiene a quell’insieme.
Sia {p,,...,p} I'insieme di tutti i primi e consideriamo un intero a diverso da questi, a =
p,X...Xp, +1.
Abbiamo costruito a in modo tale che non sia divisibile per nessun primo (dividendo a per
un p; si ha resto 1), quindi a deve essere primo esso stesso, in contraddizione con il fatto
che i soli primi siano {p,,...,p,}.

c.v.d.

Esempio n.1
Trovare l'intero d=MCD(a,b) delle seguenti coppie di interi:
1) a=12765, b=4768;
2) a=11368, b=3430;
e gli interi s,t tali che d si possa scrivere come combinazione lineare di a e b, cioé tali che
d=sa+tb.

Svolgimento.
Applichiamo direttamente I'algoritmo di Euclide, che consiste nell’applicazione ripetuta del
lemma di divisione:
1) a=12765, b=4768.
Prendiamo gli interi a e b e calcoliamo
12765 : 4768 = 2 con resto 3229,
quindi possiamo scrivere
12765 = 4768-2 + 3229.
lterando questo procedimento piu volte fino ad ottenere un resto nullo, otteniamo la
seguente serie di divisioni:
4768 = 3229-1 + 1539,
3229 = 1539-2 + 151,
1539 = 15110 + 29,

151 =29-5 + 69,
29=64+5,
6=51+1,
5=15+0.

L'ultimo resto non nullo & 1, quindi MCD(12765,4768)=1, cioé i due numeri sono
relativamente primi fra loro.

Per la seconda parte dell’esercizio, riprendiamo i passaggi ottenuti applicando I'algoritmo
euclideo isolando il resto di ogni divisione e, partendo dall’'ultimo e procedendo a ritroso,
sostituiamo in ogni uguaglianza il valore del resto evidenziato nella precedente sino a risalire
al passo iniziale.



Avremo:
3229 = 12765 - 4768-2,
1539 = 4768 - 3229-1,
151 = 3229 - 1539-2,
29 =1539 - 151-10,
6 =151 -29-5,
5=29-64,
1=6-51.

Sostituiamo la penultima nella precedente, si ha:
1=6-(29-64)-1=6-5-29 1
e iteriamo questo procedimento:
1=(151-29-5)-5-29-1 =151-5 - 29-26,
1=151-5-(1539 - 151:10) -26 = 151-265 - 1539-26,
1 =(3229 - 1539-2) -265 — 1539-26 = 3229-265 - 1539-556,
1 =3229-265 — (4768 - 3229-1) -556 = 3229-821 - 4768-556,
1=(12765 —4768-2) -821 — 4768-556 = 12765-821 - 4768-2198.

Quindi i valori cercati sono s=821 e t=-2198, infatti 1 = 12765-s+4768-t.

2) a=11368, b=3430.
Procedendo in modo analogo all’esempio precedente, abbiamo:
12804 = 3432-3 + 2508,
3432 = 25081 + 924,
2508 = 924-2 + 660,
924 = 660-1 + 264,
660 = 264-2 + 132,
264 = 1322 + 0.

L’ultimo resto diverso da zero € 132, quindi si ha che MCD(12804, 3432)=132.

Ora calcoliamo i valori di s,t tali che 132 = 12804-s+3432-t procedendo come nel caso
precedente.
Avremo:
2508 = 12804 - 3432-3,
924 = 3432 - 25081,
660 = 2508 - 924-2,
264 = 924 - 660-1,
132 = 660 - 264-2

e sostituiamo i resti calcolati nelle uguaglianze precedenti:
132 =660 — (924 - 660-1) -2 = 660-3 - 924-2,
132 = (2508 - 924-2) -3 - 924-2 = 2508-3 - 924-8,
132 = 2508-3 — (3432 - 2508-1) -8 = 2508:11 - 3432-8,
132 = (12804 - 3432-3) -11 - 3432-8 = 1280411 - 34732-41

da cui avremo che s=11 e t=-41.
Esempio n.2



Trovare, se esiste, una delle soluzioni in interi delle equazioni
1) 216x+ 117y =27,
2) 108x + 60y = 55.

Svolgimento.
Per risolvere I'esercizio dobbiamo applicare la seguente proposizione:

Proposizione. Dati a,b,c interi, 'equazione
ax+by=c
ha soluzione in numeri interi se e solo se MCD(a,b) divide c.

Ora, posto d=MCD(a,b), dalla teoria studiata sappiamo che d|a e d|b, quindi esistono due
interi p e g tali che a=p-d e b=q-d e, se d|c, esiste anche un rintero tale che c=r-d.
Poiché possiamo esprimere d come combinazione lineare di a e b, ne segue che, se d|c,
abbiamo:
d = sa+tb, e quindi c=rxd=rx sa+rx tb

da cui risulta che una soluzione dell’'equazione & data da x, = s'r, y, = t:r, mentre ogni altra
soluzione é del tipo

X=X+b-z, y=y-az perqualche z intero.

1) 216x + 117y =27.

Applicando questa proposizione al nostro esempio, otteniamo che

216 =117-1 + 99,

117 =991 + 18,

18 =9-2 +0,

quindi MCD(216, 117)=9.
Ora, poiché 9|27, esistono delle soluzioni per 'equazione data, percid procediamo cercando
s,ttali che 9=216-s+117-t;

99 =216 - 1171,
18 =117 - 99-1,
9=99-185.

Svolgendo i calcoli, otteniamo che
9=99 - (117 -99:1) -5=996 - 117-5,
9=(216-1171)-6-117-5=216:6 - 117-11,
da cui s=6 e =-11.
Essendo 27 = 3- MCD(216, 117), una soluzione dell’equazione sara quindi costituita da
x=6-3=18e y =-11-3 = -33.

2) 108x + 60y = 55.
Analogamente, troviamo d = MCD(108,60) e verifichiamo che d divida 55 :

108 = 601 + 48,
60 =481+ 12,
48=124+0.

Essendo MCD(108,60)=12 e poiché 12 non divide 55, possiamo affermare che I'equazione
non ammette soluzioni in numeri interi
Esempio n.3
Trovare le soluzioni delle seguenti congruenze:
1) 12x°7 (mod 3);



2) 313x°12-2x (mod 16);
3) 10x°2 (mod 6).

Svolgimento.
1) Poiché si ha [12],= [0] ,, l'equazione €’ equivalente a 0x °© 7 (mod 3); che
ovviamente non ammette soluzioni.
2) L’equazione € equivalente a
315x°12 (mod 16)
e siccome MCD(315,16)=1, allora 'equazione ha una ed una sola classe di soluzioni del tipo
S = {x, + 16z tali che ziZ}
con X, una soluzione dell’equazione.
Troviamo gli interi s,t tali che 1 = 315-s+16-t:
315=16-19 + 11,
16 =111+5,
5=51+0,
da cui otteniamo i seguenti resti:
11=315-16-19,
5=16-111,
1=11-52,
che sostituiti nell’equazione danno
1=11-(16-111)-2=11-3-16-2,
1=(315-16:19) -3-16-2=315-3 - 16-59.

Quindi 1 = 315-3 - 16-59 che ha come conseguenza
315:3°1 (mod 16),
che, moltiplicato per il termine noto dell’equazione iniziale, si ha
315:(3-12) ° 112 (mod 16) da cui 315:(3-12) °12 (mod 16) .
Allora, siccome 3-12 °4 (mod 16), si ha che x=4 ¢& la soluzione richiesta.

3)Poiché il MCD(10,6)=2 e 2 divide 2, allora I'equazione di partenza & equivalente alla
congruenza
5x°1 (mod 3)
e, presa x, una soluzione, l'insieme delle soluzioni € del tipo
S={x, + 3k, con kiZ e 0£x,<6}.
Siccome la semplicita dei calcoli lo consente, possiamo trovare la soluzione procedendo per
tentativi, quindi
per x,=0, abbiamo che 0-1=-1 non divisibile per 3,
per x,=1, abbiamo che 5-1=4 non divisibile per 3,
per x,=2, abbiamo che 10-1=9 che, essendo divisibile per 3, in quanto 9 ° 0 (mod 3).
Quindi abbiamo che l'insieme delle soluzioni & dato dalle classi di equivalenza:
S={[2]e, [5]¢}-

Ora sappiamo che esistono primi divisibili solo per 1 e per se stessi e interi scomponibili in
fattori primi. Possiamo quindi studiare le relazioni che esistono fra i divisori di due numeri:

Definizione. Siano a e b due interi non entrambi nulli.
Chiameremo massimo comun divisore di a e b, € lo denoteremo con il simbolo MCD, il piu
grande intero positivo che divide sia a che b.



In simboli si ha:
"a,b1Z, MCD(a,b)=d, diZzU
i) dja e d|b,
i) preso clZ, se clae c|b b c|d.

In particolare, presi a,b 1 Z, se MCD(a,b)=1, allora a e b sono detti relativamente primi, cioé
non esiste un intero che sia divisore di entrambi eccetto |'unita.

Possiamo osservare che se consideriamo due interi nulli, cioé se a=b=0, non esiste il
MCD(a,b), poiché ogni numero intero divide entrambi, mentre se prendiamo due numeri tali
che p sia primo e a un intero qualsiasi, si ha che:

- MCD(p,a)=p, sep|a,

-  MCD(p,a)=1 altrimenti.

La definizione di massimo comun denominatore puo essere estesa anche a n numeri:

Definizione. Siano a,,..., a, interi non tutti nulli.

Allora il MCD(a,,..., a,) € il piu grande intero positivo che divide ogni termine, in simboli:
presi a,,..., a, 1Z, MCD(a,,...,a,)=d U

1) dla; "i=1,...,m;

2) preso ciZ, se cla, "i=1,...,n, allora c|d.

Analogamente se MCD(a,,..., a,) = 1, allora gli n termini si dicono relativamente primi, cioe
l'unico fattore che divide tutti gli n interi & l'unita.
Il seguente lemma risultera di fondamentale importanza per il proseguo della trattazione:

Siano a,b due intericon a ' 0.
Allora sono univocamente determinati due interi g,r tali che:
i) b = gxa +r,
i) 0£r<]a|,
dove q ¢ il quoziente della divisione e r € il resto della divisione fra a e b.

Dimostrazione.
Imposteremo la dimostrazione in due parti: nella prima verificheremo I'unicita dimostrando
che se per assurdo esistessero due coppie di valori che soddisfano tale proprieta, allora i
valori devono essere uguali; mentre nella seconda parte proveremo che i) si pud sempre
scrivere come r=b-gxa, da cui discende la relazione ii).
Unicita.
Supponiamo esistano per assurdo due coppie di valori q,, r, € q,, r, che soddisfano tale
proprieta. Allora si ha:

b=gq,xa+r, e b=qy,xa+r, con0£r,<l|al e 0£r,<]|a|,
quindi q,xa +r, = g,xa +r,.
Supponiamo che r,£r,, allora

ryr, = a(q,-q,), con 0 £r,-r<r, <|a|

da cui abbiamo che a| (r,-r,).



Ma se a divide ¢ e ¢ & diverso da 0, allora 1 £ |a| £ |c| per la proprieta della divisione fra
interi, quindi nel nostro caso diventa 1 £ |a| £ | r,-r,| = r,-r,, da cui possiamo concludere che
r,-r,=0, allora r,=r, , da cui si ha
0 = a(q,-q,), cioé q,-q,=0 e quindi q, = q,.
Esistenza.
Senza perdere di generalita, possiamo supporre a >0, perché se proviamo la tesi per a>0, la
verifichiamo immediatamente anche per a<0:
posto —a>0, esistono due interi q, rtali che b = gx(-a)+r con 0 £ r < |-a| = |a| da cui diventa:
gx(-a)tr = (-q)xa+r
ritornando cosi al caso di a intero positivo.
Supponiamo quindi a >0 e consideriamo I'insieme S degli interi non negativi della forma b =
gxa con qlZ, cioé
S={c0/c=b-gxa, conql Z}.
S & un sottoinsieme di Z, quindi per il principio del minimo S ha minimo e poniamo minS=r.
Per costruzione r 30 e cerchiamo di dimostrare che r<|a|, cioé che r<a, visto che abbiamo
definito a positivo. Per assurdo supponiamo r? a, da cui r-a 3 0.
Sappiamo che r-a ®* 0 e r-a<r, quindi r-a &€ ancora un valore che appartiene a S € inoltre &
minore di r che & il minS, infatti
r-a = b-qxa-a = b-(g+1) xa 1S

e questo contraddice I'ipotesi che r sia il minimo di S; pertanto deve essere che r<a.

c.v.d.
Come conseguenza di questo lemma, possiamo studiare un teorema fondamentale per la
nostra trattazione che dice che il MCD di due interi a e b € una combinazione lineare di a e
di b:

Teorema. Dati a,b 1 Z non entrambi nulli, esistono due interi s,t 1Z tali che
MCD(a,b) = sa + tb.

Dimostrazione.
Poniamo d = MCD(a,b) e sia m il minimo dell'insieme S di tutte le combinazioni di a e di b,
cioé m = minS, dove S = {sa+tb / s,t1 Z, con sa+tb>0}.
Se dimostriamo che d=m I'enunciato resta dimostrato.
Se d = MCD(a,b), allora d & un divisore di tutte le combinazioni lineari di a e di b e in
particolare d divide m, da cui si ha che dEm.
Quindi se dimostriamo che m|d avremo nucessariamente che d=m.
Usando il lemma di divisione, si ha che
a=qgxm+r, con0£r<m
da cui diventa
r=a-gxm = a-gx(sa+tb) = (1-qs)a-qtb,
quindi r & combinazione lineare di a e di b e r<m, ma da cid deriva che r=0 perché se fosse
positivo non nullo cadremmo in contraddizione in quanto m deve essere il minimo di S.
Quindi a = gxm, da cui si ha che m|a.
Con un ragionamento analogo per b, abbiamo che m|b.
Quindi se un intero ¢ divide sia a che b, ¢ divide ogni combinazione lineare di a e di b,
pertanto c divide sa+tb=d, per definizione di MCD, per cui m|d, quindi d>m.
c.v.d.
Osservazioni.
| coefficienti s e t della combinazione lineare non sono unici, infatti presi s’=s+b e f=t-a si ha



Sat+tb = (stb)at(t-a)b = sa+ba+tb-ab = sa+tb.
Inoltre si deduce che un numero divide sia a che b se e solo se divide anche MCD(a,b).

Ora indichiamo quattro corollari che sfruttano questo risultato:

Due interi a e b sono primi fra loro se e solo se esistono due interi s,t
tali che
sa+tb =1.
Dimostrazione.
Se a e b sono primi fra loro, allora MCD(a,b) = d = 1, da cui si ha che sa+tb=d=1 per il
teorema precedente.
Viceversa, se sa+tb=1, allora MCD(a,b) deve dividere 1, quindi MCD(a,b)=1.
c.v.d.
Se un intero a divide un prodotto bxc e a & relativamente primo con
b, allora a divide c.
In simboli:
se albc e MCD(a,b)=1, allora alc.
Dimostrazione.
Se MCD(a,b)=1, allora esistono s,t interi tali che 1=sa+tb, quindi
¢ = c(sa+tb) = csa+tbc.
Abbiamo che a|(csa) e a|(tbc) in quanto a|bc per ipotesi, quindi al(csa+tbc), da cui ajc.
c.v.d.
Se un primo p divide un prodotto di n interi a,,...,a,, allora p divide
almeno un fattore a,, per i=1,...,n.
(Questo corollario ci permettera di dimostrare l'unicita della scomposizione in fattori
primi).
Dimostrazione.
Dimostriamo il corollario per induzione su n:
per n=1, € immediato;
per n=2, abbiamo che p|(a,*a,).
Se p non divide a,, allora, poiché MCD(p,a,)=1, abbiamo che pl|a, per il corollario
precedente;
supponiamo il corollario vero per n=r;
consideriamo il caso n=r+1.
Se pl|((a,*...xa,) xa,,,), allora p|(a,x...xa,) oppure p|a,,,.
Se p|a,,, siamo a posto, mentre se p| p|(a,x...xa,) per ipotesi induttiva abbiamo che p|a,
peri=1,...,r.

c.vd
Se m|a e n|a e se MCD(m,n)=1, allora mxn = a.
Dimostrazione.
Per ipotesi, a sara della forma a=gxm e n|gxm.
Poiché MCD(n,m)=1, abbiamo che n|q, quindi esiste un intero s tale che g=sxn.
Concludendo, si ha che a=sxnxm, da cui nxm|a.
c.v.d.

Ora abbiamo tutte le conoscenze necessarie per dimostrare che la scomposizione in
fattori primi € unica. Esistono diversi procedimenti per ottenere questo risultato e qui
riportiamo la soluzione che a nostro avviso & piu trasparente:



Teorema. Ogni intero maggiore di 1 ha un’unica scomposizione in fattori primi. In
simboli:
per ogni alZ, a>1, esistono e sono unici p,,...,p, primi e m,,...,m, naturali tali che
a= p"x X, x p",  €oON p,;<p,<...<p..
Dimostrazione.
Abbiamo gia appurato I'esistenza della scomposizione in fattori primi per ogni intero
diverso dall’'unita, quindi ci riserviamo di verificare solo I'unicita di questa
affermazione.
Procediamo per assurdo, cercando di dimostrare che se esistono due scomposizioni
di a, queste devono essere uguali. Supponiamo che
a=p," X ppX...X p/",  CON Pi<p,<...<p,
a=q,"1x q",%...x q/"s, CON g;<Q,<...<q,.
e proviamo che r=s e p,=q, per ogni i=1,....r.
Consideriamo un fattore p, della prima scomposizione: certamente p. divide il
prodotto q,",xq,",%...xq,"; in quanto pla e quindi dividera un valore g, per un certo j
appartenente a {1,...,s}.
Ragionando in modo analogo per ogni fattore p, avremo che l'insieme dei p; &
incluso in quello dei fattori g, cioe
{Pis--pI<{q1,---. 0}
e ripetendo lo stesso procedimento, se consideriamo prima i fattori g; avremo che
{91, q<{Pss.. .-
Dalla doppia conclusione e dal fatto che p,<p,<...<p, e q,<q,<...<q,, otteniamo che
=S € pP,=q, P,=qy, -, P4,
Rimane da dimostrare che anche gli esponenti sono uguali:
consideriamo
Pi"X PX X P = P X plx X p)
e dividiamo entrambi i membri per un certo p,”,, allora avremo che
PiTX e X Py %Py Mg X X P = P X X DX o) XXX p)
Siccome n-m; deve essere positivo, abbiamo che il termine p, puo dividere
nuovamente il primo membro, mentre non pud piu dividere il secondo perché non
divide piu alcun fattore e questo & assurdo, quindi m=n, per i=1,...,r.
c.v.d.
Ora tutte queste nozioni sono propedeutiche per studiare I'algoritmo euclideo, un
procedimento quasi “meccanico” che consiste in una serie di divisioni successive
che consentono di calcolare il massimo comun divisore di due numeri a,b e gli interi
s,t tali che
MCD(a,b) = d e d=sa+tb,
senza scomporre a e b in fattori primi.

Algoritmo Euclideo




Prendiamo a,b interi con a,b>0 e supponiamo 0<a<b.
Dividiamo b per a, avremo che:
b=q,xa+r,, conO £ r,<a.
Osserviamo che:
i) se r,=0, allora b = q,xa e abbiamo gia che MCD(a,b)=a;
ii) altrimenti, preso un intero positivo d
1) se d divide sia a che b, allora dividera anche r, in quanto
combinazione lineare di a e b;
2) viceversa, se d divide a e r,, dividera anche b per la stessa
proprieta sopra.
Quindi possiamo concludere che
MCD(a,b) = MCD(a,r,),
con il vantaggio che r,<a<b.
Ora ripetiamo lo stesso procedimento sostituendo al posto di a e b i nuovi valori a e
r, con r,<a:
a = q,xr,*r,, con 0 £ r,<r,
dove
i) se r,=0, si ha che r,|a, quindi MCD(a,b) = MCD(a,r,) = r,;
i) altrimenti, si ripetono le stesse conclusioni giungendo a definire
che MCD(a,b)=MCD(a,r,)=MCD(r,,r,).

Continuiamo a costruire queste successioni di resto sino ad arrivare all'i-esima
iterazione dove
li4 = QuiXli*ry, con 0 £1,,<r;
e avremo che
i) se r=0, allora MCD(a,b) =r,;
i) altrimenti, continuiamo il procedimento.

Poiché gli r; sono interi non negativi e la successione di resti & decrescente, ad un
certo punto ci dovremo fermare, cioé esistera un r, diverso da zero tale che r,,,=0,
allora il nostro MCD(a,b) sara uguale all’'ultimo resto diverso da zero della catena di
divisioni.

Questo procedimento & vantaggioso perché non dobbiamo scomporre in fattori primi
e si utilizzano divisioni sempre piu facili.
Proviamo ora a ricostruire s,t procedendo a ritroso nell’algoritmo euclideo:
presi MCD(a,b) = r, e sa+tb =r,, possiamo scrivere
Fy = T2 9%,

e andiamo a sostituire il valore di r, , che si ricava dall'uguaglianza r,, = q,.xr,, +
[
o= o= Q% (Mg = Qp*lh2) = (149,G,4) 10 = Q% Fose
Ora sostituiamo in questa equazione il valore di r,, che si ottiene da r, , = q,, %/, +
r,, € avremo r, come espressione in r,, e r,,, quindi andremo a sostituire r,, e

n



continueremo questo procedimento fino ad ottenere r, come combinazione lineare
dei soliae b.
Le congruenze sono un linguaggio alternativo per trattare la divisibilita fra interi:

Definizione. Siano a e b due interi € m un intero strettamente positivo, detto modulo.
Si dice che a e b sono congruenti modulo m, in simboli

a°b (mod m)
se mdivide a-b .

In altre parole, possiamo dire che a € congruo a b modulo m se a e b differiscono
per un multiplo di m, cioé
a°b (mod m) Uml(a-b) U esiste un ki Z tale che a-b =km U
a= b +km, con KIZ.

In particolare, affermare che m divide a &€ equivalente a dire che a & congruo a 0
modulo m (basta porre b=0 nelle equivalenze sopra).

Possiamo cosi riformulare il lemma di divisione studiato nella divisibilita fra interi per
il caso delle congruenze:

Dati due interi a,b con a positivo, esiste ed &€ unico un intero r
con0 £r < aetaleche
b°r (mod a)
ove r si dice resto di a modulo m (& I'equivalente di dire b=gxa+r).

Poiché la relazione di congruenza € una relazione di equivalenza, gode delle
seguenti proprieta:

1) proprieta riflessiva: a°a (mod m) per ogni aiZ;

2) proprieta simmetrica: se a®b (mod m), allorab®a (mod m);

3) proprieta transitiva: sea®b (modm)ec®°b (mod m),alloraa®c
(mod m).

Infatti & facile dimostrare che:
1) a-a=0 é sempre divisibile per ogni intero m diverso da zero;
2) se mj(a-b), allora m|(b-a) per le proprieta della divisibilita fra interi;
3) se m|(a-b) e m|(c-b), allora esistono due interi k.t tali che a-b = km e c-b
= tm, quindi se consideriamo c-a = c-b-a+b = tm+km = (t+k)m abbiamo
che mi(c-a).

Di seguito riporteremo altre facili proprieta della relazione di congruenza:

Dati a,b interi, allora a ®° b (mod m) se e solo se ae b
hanno lo stesso resto modulo m.
Dimostrazione.
Verifichiamo la doppia implicazione, ponendo r, e r, come i resti di a € b modulo m:



a=q,xm+r,, conO&£r<m, quindia-r,=q,x m,
b= q,x m+r,, conO £ r,<m, quindi b-r,=q,x m,
abbiamo cioé che a°r, (mod m)e b°r, (mod m).
Se supponiamo che a ° b (mod m), poiché che b °r, (mod m), allora per la
transitivitd della congruenza si ha che a ° r, (mod m) e per l'unicita del resto
(derivante dal lemma di divisione) si ha che r,=r,.
Viceversa, se supponiamo che r,=r,, allora per la simmetria e la transitivita della
relazione di congruenza si ha che a° b (mod m).
c.v.d.
Se a°b (mod m), per ogni intero k, avremo
ak ° bk (mod m) e a+k° b+k (mod m).

In altre parole, moltiplicando o sommando ad entrambi i membri un numero intero, il

risultato non cambia.

Dimostrazione.

Per la somma basta notare che (a+k)-(b+k) = atk-b-k = a-b; per la moltiplicazione

che ak — bk = k(a-b), quindi in entrambi i casi se m divide a-b, divide anche k(a-b).
c.v.d.

Osservazione. In generale perd non & sempre vera lI'implicazione opposta, cioé

se ak ° bk (mod m), allora non & detto che a® b (mod m);
questo viene verificato solo quando k e m sono relativamente primi fra loro.

Se ak ° bk (mod m) e MCD(k,m)=1, allora a ° b
(mod m).
Dimostrazione.
Dalle ipotesi si ha che m divide ak-bk, quindi m|k(a-b) e poiché MCD(k,m)=1, allora
m|(a-b).
c.v.d
Generalizzando la proprieta ii) possiamo concludere che la relazione di congruenza
€ chiusa rispetto alla moltiplicazione e alla somma:
Posto a®hb (mod m) ea °b (mod m), allora
abbiamo
1) (a+a’) ° (b+b’) (mod m),
2) aa’ °bb’(mod m).
Dimostrazione.
1) Se a®°b (mod m), allora ata ° b+a’ (mod m) per proprieta ii),
analogamente
se a ° b’ (mod m), allora a+b ° b’+b (mod m); quindi per la proprieta transitiva
abbiamo:
ata ° b+b’ (mod m).
2) Si procede in modo analogo per 1).
c.v.d.
Se a ° b (mod m), allora per ogni n naturale positivo, a” ° b” (mod m).
Dimostrazione.



Procediamo per induzione su n.
Posto n=1, diventa a® b (mod m) ed ¢é verificato per ipotesi.
Supponiamo sia vero per n, cioé poniamo che la relazione a” ° b” (mod m) sia
verificata e consideriamo il caso n+1: a™°p™ (mod m).
Per proprieta iv) si ha
a™'=a"xa ° b"xb = b™"' (mod m).

c.v.d
Se a° b (mod m), allora (-a) ° (-b) (mod m).
Dimostrazione.
Discende direttamente dalle proprieta delle divisibilita fra interi.
c.v.d.

Il teorema che segue dice che se a € un intero non divisibile per un primo p, allora
c’e€ una periodicita nei resti delle potenze di a.

Teorema di Fermat.
Sia p un primo e a un intero relativamente primo con p, allora

a*'°1 (mod p) | formulazione;

a’°a (mod p) [l formulazione.
Le due formulazioni sono equivalenti.
Dimostrazione.
Iniziamo con il dimostrare che le due formulazioni sono equivalenti, cioé che la
veridicita di una implica quella dellaltra.
Supponiamo sia vera la prima formulazione, cioé che a' ° 1 (mod p) e
consideriamo le due possibilita: o p non divide a, o p divide a.
Nel primo caso, possiamo moltiplicare entrambi i membri delluguaglianza per a e
avremo immediatamente che a”'xa ° 1xa (mod p) da cui segue la seconda
affermazione: a°°a (mod p).
Nel secondo caso, sappiamo che

a°0 (modp) e @°0 (mod p),
da cui, per la transitivita delle congruenze, avremo che a” ° a (mod p).
Viceversa, supponiamo vera la seconda formulazione del teorema: ora poiché ae p
sono relativamente primi fra loro, possiamo semplificare per a la congruenza:
axa”'°ax1 (mod p)
e ottenere
a*'°1 (mod p).

Ora se verifichiamo il teorema per la prima formulazione, questa implichera anche la
veridicita della seconda formulazione, poiché abbiamo dimostrato che le due
affermazioni sono equivalenti.

Prendiamo un intero k non divisibile per p, allora p non dividera neanche ak e quindi,
per il lemma di divisione, esistera un unico intero r con 0<r<p tale che ak ° r (mod p).
Definiamo la funzione
y,:{1,2, ..., p-1} %®{1,2, ..., p-1}
tale che vy (k)=r,



ove r é 'unico intero tale che ak ° r (mod p).
La funzione y, & iniettiva, infatti presi due elementi k e /di {1,2,...,p-1}, abbiamo che
y.(k) =vy,(/) se e soloseak®al (modp),
e, poiché MCD(a,p)=1, avremo che questo & vero se e solo se k°/ (mod p) e quindi
se solo se k =/, perché entrambi compresi fra 1 e p-1.
Inoltre, poiché y, & iniettiva in se stessa, la sua iniettivita implica anche la suriettivita.
Ora abbiamo che
a'x (p-1)! = @"x 1x2x ... x (p-1) = (@x1)(ax2)... (@x(p-1)) = y,(1) *y,(2)
x...xy,(p-1)=(p-1)!
in particolare 'ultima uguaglianza segue dal fatto che gli interi y,(1) xy_(2)
x...xy (p-1) sono gliinteri 1,2,...,p-1 in ordine inverso.
Adesso, poiché MCD((p-1)!,p) = 1, possiamo semplificare 'uguaglianza sopra per
(p-1)!, da cui avremo I'equazione cercata a*'°1 (mod p).
c.v.d.

Osservazione. Se si omette la condizione che MCD(a,p)=1, cioé che a e p siano
relativamente primi fra loro, la tesi del teorema di Fermat non & piu verificata.
Esempio.

Se prendiamo p=2 e a=4, allora avremo che MCD(a,p)=2 e quindi la prima
formulazione si verifica, infatti 4 °© 4 (mod 2), mentre la seconda e falsa, infatti [4],

[1]..
Criteri di divisibilita

Allinterno delle congruenze, trovano una loro naturale collocazione i criteri di
divisibilita per i numeri in rappresentazione decimale.

Definizione. Per convenzione, quando scriviamo un numero m= a,..a,,
sottintendiamo che le cifre a,,..,a, che lo compongono siano interi compresi fra0 e 9
e la scrittura a,..a, indica in forma decimale I'intero

a,+10xa,+10?xa,+..+10"xa_, dove OL a,£9 per i=0,..n.
Dimostrazione.
2583 = 3+10%x8+10°x5+10°x2,
6004 = 4+10°x6.
Ora, allinterno di questo paragrafo, indicheremo con a,..a, il numero intero
a,+10xa,+10?xa,+..+10"xa, e non il suo prodotto a,x..xa,.

| piu noti criteri di divisibilita sono:
preso un numero m= a,..a,, con 0£ a,£9 per i=0,..n, allora
a) 5 divide m se e solo se 5 divide a,, quindi se e solo se a,=0 oppure
a,=5;



b) 4 divide m se e solo se 4 divide a,+10xa,, quindi se e solo se 4
divide a,a,;

c) 3divide m se e solo se 3 divide a,+ a,+...+ a,;

d) 9divide m se e solo se 9 divide a,+ a,+...+ a,;

e) 11 divide m se e solo se 11 divide a,- a,+a,+...+(-1)" a,;

f) 7 divide m se e solo se 7 divide a,+3a,+2a,-a,-3a,-2a,+a,+3a,+... .
Dimostrazione.
Questi criteri si giustificano attraverso le congruenze; in particolare ora tratteremo i
casi piu complessi, lasciando all’'utente quelli piu semplici la cui dimostrazione &
analoga a quella che riportiamo di seguito.
Osserviamo che nel caso b), abbiamo che

10°2 (mod 4)
102°22°0 (mod 4)
10°°10x10%°0 (mod 4)
e, poiché preso 10" con n32,siha 10"°0 (mod 4), si deduce per induzione che
a,.a, ° a,+10xa, = a,a, (mod 4).

I criterio di divisibilita segue dal fatto che se i due numeri sono congrui modulo 4,
allora uno € divisibile per 4 se e solo se lo & anche ['altro.

Continuando cosi per gli altri criteri, avremo che nel caso c)
10°1 (mod 3)
102°12°1 (mod 3)
10%°13°1 (mod 3),
ossia, preso 10" con n32, siha 10"°1 (mod 3), da cui abbiamo che
a,.a, °a,+a,+...+ a, (mod 3).

Il caso d) é del tutto analogo a quello appena discusso, mentre per il caso e)
abbiamo che
10°-1 (mod 11)

102° (-1)2° 1 (mod 11)

10%° (-1)3° -1 (mod 11),
per cui, proseguendo nelle congruenze, avremo che 10" ° (-1)" (mod 11) e quindi il
valore 1 per le potenze pari di 10, mentre —1 per quelle dispari, da cui segue

a,..a, ° a,-a,*a,~...+(-1)" a, (mod 11).

Il caso f) risulta essere il pit complesso e questo € un motivo per cui il suo utilizzo
non & molto diffuso:
10 ° 3 (mod 7)
102°32°2 (mod 7)
103°3x2°-1 (mod 7)
10*° 3x(-1) ° -3 (mod 7)
10°° 3%(-3) ° -2 (mod 7)
105° 3%(-2) ° 1 (mod 7)
107 °3x1°3 (mod 7)



da notare che, poiché i resti si ripetono ciclicamente come previsto dal teorema di
Fermat, & sufficiente conoscere i primi 7 coefficienti per comporre la serie completa
di resti, per cui
a,..a, ° a,+ 3a,+2a,-a,-3a,-2a;+az+.. (mod 7)
c.v.d.
Una relazione di equivalenza sullinsieme degli interi divide gli interi in classi di
equivalenza; nel nostro caso la congruenza modulo un intero strettamente positivo m

dividera Z in classi di congruenza (modulo m).

Definizione. Se a € un intero, la classe di congruenza di a modulo m é definita come
[a],, ={XIZ/ x°a(mod m)}={xiZ/x=a+km, con KIZ},
cioé e I'insieme di tutti gli interi che sono congrui ad a modulo m.

Osservazioni. Se due classi di congruenza hanno un elemento in comune, allora
coincidono.

Inoltre, ogni intero a sta in una ed una sola classe di congruenza, da cui segue che
se a e b non sono congruenti modulo m, allora le loro classi di congruenza sono
disgiunte.

In simboli, se a ° b (mod m), allora

x °a (mod m) se e solo se x° b (mod m);
e se a'b (mod m), allora

[al,, G [b],, = £,

poiché se esiste un x che appartiene allinsieme formato dall’intersezione delle loro
classi di congruenza, cioé se esiste x1[a] , C [b],,, allora x°a (mod m) e x° b (mod
m), da cui discende che a ° b (mod m) per le proprieta studiate della congruenza, e
questo € assurdo.

Possiamo nuovamente riformulare il

Ogni classe di congruenza modulo m contiene uno ed un solo
intero rcon 0 £ r < m, dove
[al,, = {NZ/ a=qxm+r, con rlZ}.

Una conseguenza del lemma ¢ il seguente corollario:
Esistono precisamente m classi di congruenza modulo m, ossia

Z_={0], [1],,.... [m-1], }.

Le classi di congruenza si possono sommare e moltiplicare, quindi sono chiuse
rispetto alla somma e alla moltiplicazione con le operazioni definite come:

1) [al, * [b], = [a+b],,
dove +, Z xZ 6 %®Z,



([al[b],) ® [a+b],,;
2) [al, * [b], = [ax b],,
dove x, Z xZ Y.®Z,
([al[b],,) ® [ax b],,.

dove [0],, sara I'elemento neutro della somma e [1],, sara I'elemento neutro della
moltiplicazione.

Le operazioni +,x sono ben definite, ossia il comportamento delle seguenti
operazioni non dipende dalla scelta del valore che appartiene alla classe di
congruenza, ma se scegliamo valori diversi per a e b, le classi che abbiamo definito
non cambiano, cioé

Proposizione. Supponiamo che [a],, = [@],, e [b],, = [P’],,, allora
[a+b], = [a'+b]],, e [axb], = [axb],

Inoltre +,x definite su Z,, godono delle stesse proprieta di +,x definite su Z, per cui
valgono ancora la proprieta associativa e distributiva:

presi a=[a],, b=[b] , y=[c], | Z, si possono facilmente dimostrare che valgono le
seguenti regole di calcolo:

(at+b)+y = a+(b+vy);
(axb) x y = ax(bx y);
ax(b+y) = axb+ax y;

a+0 = a;
ax0=0;
ax1 =a.

La potenza n-esima di a viene invece definita come il prodotto di n copie di a, quindi
si ha che:

a" = ([a],)" = [a],,
Nell’anello degli interi, gli unici valori a per cui esiste un intero b tale che ab=1 sono
a=1, a=-1, mentre in Z_ si ha che:

Proposizione. In Z_ , data a =[a],, esiste un b=[x]  tale che [a],x[x],, =[1], se e solo
se MCD(a,m)=1, cioé se e solo se a e m sono primi fra loro. Inoltre se b esiste &
unico.

In particolare, I'elemento a si dice invertibile, I'elemento b si dice inverso di a e si
denota con a™.
Dimostrazione.
Se [a],,x[x],=[1],, allora ax ° 1 (mod m), che & equivalente a scrivere ax = 1+km, con
k intero. Da questo abbiamo che

ax-km=1,



quindi MCD(a,m)=1.
Viceversa, se MCD(a,m)=1, allora esistono due interi s,t tali che 1=sa+tm, quindi
[1],, = [sal,*[tm],, = [sal,, = [s].*[al,,
e ponendo b=[s],, abbiamo che b=a".
Inoltre b €& unico perché se ne esistessero due, per le proprieta delle classi di
congruenze, devono coincidere.
c.v.d.
Se p € un primo, allora ogni intero non divisibile per p & relativamente primo con p,
da cui
Se p & primo, ogni elemento di Z, diverso da zero & invertibile.

La nuova formulazione del teorema di Fermat diventa:
Teorema di Fermat. Sia p primo. Se aTZp, allora
aP=a.

Se a'0, abbiamo che a*'=1.

L'insieme Z, con le operazioni di addizione e moltiplicazione € una struttura
chiamata anello commutativo.



