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Introduzione ai prodotti hermitiani

Nota. Nel corso del documento, per V si intendera uno spazio vettoria-
le di dimensione finita n e per ¢ un suo prodotto, hermitiano o scalare
dipendentemente dal contesto.

Definizione. (prodotto hermitiano) Sia K = C. Una mappa ¢ : VxV — C
si dice prodotto hermitiano se:

(i) ¢ & C-lineare nel secondo argomento, ossia se ¢(v,u + w) = p(v,u) +
p(v,w) e (v, aw) = ap(v,w),

(i) p(u,w) = p(w,u).

Definizione. (prodotto hermitiano canonico in C™) Si definisce prodotto
hermitiano canonico di C" il prodotto ¢ : C" x C" — C tale per cui, detti

v = (Zl te Zn)T Cw = (wl o 'wn)T’ 90(97 Q) = Z?:l Z{Wi.

Osservazione.

> ou+w) = plv,utw) = pu,u)+ew) = e(v,u) + po,u) =
o(w,v) + p(u,v), ossia ¢ & additiva anche nel primo argomento.

> plav, w) = p(w, av) = ap(w,v) =a (v, w).

> o(v,v) = ¢(v,v), € quindi (v, v) € R.

> Sia v = Y@l ww e sia w o= >y, alora pv,w) =
Dot 2 Ty (v, v;)-

> o(v,w) =0 <= p(w,v) = 0.

Proposizione. Data la forma quadratica ¢ : V — R del prodotto her-
mitiano ¢ tale che ¢(v) = ¢(v,v) € R, tale forma quadratica individua
univocamente il prodotto hermitiano .



Dimostrazione. Innanzitutto si osserva che:

o, w) +plv,w) | olv,w).e(v,w)
2 + 2 '

Si considerano allora le due identita:

p(v,w) =

q(v+w) —qv) — qw) = p(v,w) + p(w,v) = 2R(p(v, w)),

q(iv +w) — q(v) — q(w) = —i(p(v, w) — p(v,w)) = 2(p(v, w)),

da cui si conclude che il prodotto ¢ € univocamente determinato dalla sua
forma quadratica. O

Definizione. Si definisce matrice aggiunta di A € M(n,K) la matrice
coniugata della trasposta di A, ossia:

A = AT =4,

Definizione. (matrice associata del prodotto hermitiano) Analogamente al
caso del prodotto scalare, data una base B = {v1,...,v,} si definisce come
matrice associata del prodotto hermitiano ¢ la matrice Mp(p) =

(¢ (i, ﬁ))i,jd—n-
Osservazione. Si osserva che, analogamente al caso del prodotto scalare,
vale la seguente identita:

p(v, w) = [v]gMp(p)[w]s.
Proposizione. (formula del cambiamento di base per i prodotto hermitiani)
Siano B, B’ due basi di V. Allora vale la seguente identita:
Mg = ME (Idy)* Mg () ME (Idy).
Dimostrazione. Siano B = {vi,...,v,} ¢ B = {wi,...,wn}. Allo-
v p(wiwy) = [wlpMs(o)lwls = (ME (Idv)") Ms(o)ME (Idy)! =
(MB/(IdV)> Mp(p)ME (Idy)’, da cui si ricava l'identita desiderata. [
(2
Definizione. (radicale di un prodotto hermitiano) Analogamente al caso

del prodotto scalare, si definisce il radicale del prodotto ¢ come il seguente
sottospazio:

Vi={veV]|pww) =0VweV}



Proposizione. Sia B una base di V' e ¢ un prodotto hermitiano. Allora
VE =[5! (Ker Mg(p))".

Dimostrazione. Sia B = {v1,...,v,} e sia v € VL. Siano ay, ..., ap € K
tali che v = ajv1 + ... + apvn. Allora, poiché v € V, 0 = ¢(v;,v) ==
a1p(vi, v1)+. . .4+anp(vi, vn) = M;[v]B, da cui siricava che [v]g € Ker Mp(p),
e quindi che V* C [] 5" (Ker Mp(¢p)).

Sia ora v € V tale che [v]g € Ker Mp(p). Allora, per ogni w € V, p(w,v) =
(w5 Mp(p)[v]s = [w]0 = 0, da cui si conclude che v € V+, e quindi che
V+ D [ (Ker Mp(p)), da cui V=[] (Ker Mp(p)), ossia la tesi. O

Osservazione. Come conseguenza della proposizione appena dimostrata,
valgono le principali proprieta gia viste per il prodotto scalare.

» det(Mp(p)) =0 <= V+ #£{0} <= ¢ & degenere.

Proposizione. Se V = R" con prodotto canonico ¢(z,y) = 2"y. Sono

allora equivalenti i seguenti fatti: a
(i) A€ Oy,
(ii) fa:V — V con fa(z) = Az,

(iii) Le colonne (e le righe) di A formano una base ortonormale di V.

Dimostrazione. (1 =; 2) ovvio (2 =; 3) fa manda basi ortonormali in basi
ortonormali, e quindi cosl sono ortonormali le colonne di A. Analogamente
per le righe considerando ATA=1. (3 =;1) ATA=1. O

!Stavolta non & sufficiente considerare la mappa f : V. — V* tale che f(v) =
[w — (v, w)], dal momento che f non & lineare, bensi antilineare, ossia f(av) = af(v).



