Il prodotto semidiretto

di Gabriel Antonio Videtta

Nota. Nel corso del documento con G un qualsiasi gruppo.

Siano H e K due gruppi. Allora, dato un omomorfismo ¢ : K — Aut(H) e detto
vk := p(k), si puo costruire un gruppo su H x K detto prodotto semidiretto tra H
e K, indicato con H x, K, dove I'operazione ¢ data da:

(h,k)(W' K'Y = (hor(W), kK').
In questo gruppo l'inverso di (h, k) ¢ dato da (¢, '(h™1), k1), infatti:
(R, k) (i (W), k7Y) = (il (1)), k) = (e e).

In particolare, se ¢ & banale, e quindi k ~> Idy, H X, K ha la stessa struttura usuale del
prodotto diretto. Nel prodotto semidiretto H X, K si possono identificare facilmente H
e K nei sottogruppi H x {e} e {e} x K.

Detto o : Hx,K — K lamappa che associa (h, k) a k, si verifica che o € un omomorfismo
con Kera = H x {e}. Pertanto H x {e} & un sottogruppo normale di H x, K, mentre
in generale K x {e} non lo &.

Si illustra adesso un teorema che permette di decomporre, sotto opportune ipotesi, un
gruppo in un prodotto semidiretto di due suoi sottogruppi:

Teorema (di decomposizione in prodotto semidiretto). Siano[] H e K due sottogruppi
di G con HNK ={e} e H < G. Allora vale che HK = H x, K con ¢ : K — Aut(H)

tale per cu k& [h— khk™.

Dimostrazione. Si costruisce un isomorfismo tra H x, K e HK. Siaa: Hx, K — HK
tale per cui (h, k) > hk. Si verifica che a & un omomorfismo:

al(h, k) (W, K)) = a(hkWk™ kK') = hkR' k™ kK = hkW'E = a(h, k)a(K, &)

Chiaramente « ¢ iniettivo dal momento che hk = e = h=k '€ HNK = h=k=
e. Infine « & surgettiva dal momento che hk = a(h, k), e quindi o & un isomorfismo. [

1Si osserva che questo teorema richiede quasi le stesse ipotesi del Teorema di decomposizione in
prodotto diretto. L’unica ipotesi che manca e quella della normalita di K. Ciononostante, questo
teorema copre anche il teorema analogo sul prodotto diretto: se K fosse normale, ¢ sarebbe 'identita
(h e k commuterebbero), e quindi H x, K sarebbe esattamente H x K.

2Tale mappa & ben definita dal momento che H & normale in G.



Esempio (5, = A, X,(7)). Sia 7 una trasposizione di S,. Allora A, ¢ normale in
Sny An (1) = {e} e |Au| [{(T)] = |S.] = Sn, = Au(7). Allora, per il Teorema di
decomposizione in prodotto semidiretto, vale che:

Sp =2 Ap X, (T),

con ¢ : (1) — Aut(A,) tale per cui 7 % [h+— Thr~1].

Esempio (D,, & R x(sr*)). Sia sr* una qualsiasi simmetria di D,,. Allora R ¢ normale
in D,, RN (sr*) = {e} e |R|[(sr")| = |D,| = D, = R(sr*). Allora, come prima,
vale che:
D, &2 R x, (sr"),

con @ : (s7F) — Aut(R) tale per cui sr¥ & [h s sr¥h(sr?)~1].
Si illustrano adesso due lemmi che verranno riutilizzati successivamente per classificare
i gruppi di ordine pgq.
Lemma 1. Siano ¢, 1 : K — Aut(H) tali per cui esistono o € Aut(H) e 5 € Aut(K)
che soddisfano la seguente identita:

aowkoaflzw,g(k), Vk e K.
Allora vale che H x, K = H 1, K.

Dimostrazione. Si costruisce la mappa F' : H x, K — H x, K tale per cui (h, k) KN
(a(h), B(k)). Si verifica che F' & un omomorfismo:

F(her(l'), k') = (a(h)a(er(h'), B(R)B(E)),

e quindi, poiché ao gy = Vg o a:

F(hor(l'), kE') = (a(h)tau (1), B(k)B(K) = F(h, K)F (I, k).

Chiaramente F' e anche iniettiva e surgettiva, e quindi F' e 'isomorfismo desiderato dalla
tesi. [

Lemma 2. Siano Z/qZ x,Z/pZ e Z/qZ %, Z]pZ due prodotti semidiretti con p, ¢ primi
tali per cui p & minore di g e p | ¢ — 1. Allora, se ¢ e 1 sono entrambi omomorfismi non
banali, Z/qZ %, Z/pZ ¢ isomorfo a Z/qZ Xy, L] pZL.

Dimostrazione. Poiché Z/pZ ¢ ciclico, sia ¢ che 1 sono univocamente determinati come
omomorfismi da 7 e ¢7. In particolare, affinché i due omomorfismi non siano banali,
gli ordini di queste valutazioni devono entrambi essere p, dato che ord(yy), ord(¢y) |
ord(1) = p.

Poiché Aut(Z/qZ) = 7/(q — 1)Z ¢ ciclico, ord(p7) = ord(v7) = (¢1) = (¥1), e quindi
esist ¢ef{l,...,p— 1} tale per cui p7 = LZJ% Si osserva inoltre che % = Uy

3Si scarta la possibilita in cui £ = 0 dal momento che altrimenti (g sarebbe l'identita di Aut(Z/qZ).



Sia 8 € Aut(Z/pZ) l’automorﬁsm di Z/pZ univocamente determinato da (1) = ¢.
Allora vale che:

orn = ¢f = Y7 = Y7 = V@), Vn € Z/pL.
Si conclude allora per il Lemma 1 che Z/qZ x, Z/pZ ¢ isomorfo a Z/qZ Xy Z/pZ. O

Proposizione. Sia G un gruppo di ordine pg con p e g primi tali per cui p < q. Allora
G ¢ isomorfo a Z,, se p t ¢ — 1. Altrimenti G & isomorfo a Z/pqZ o a Z/qZ X, ZL]pZ
con ¢ : Z/pZ — Aut(Z/qZ) univocamente determinata dalla relazione T &> f con f un
qualsiasi elemento di ordine p di Aut(Z/qZ) (ossia ¢ non & banale). In particolare esiste
un solo gruppo non abeliano di ordine pg a meno di isomorfismo.

Dimostrazione. Per il Teorema di Cauchy, esistono due elementi x e y di G con ord(x) =
q e ord(y) = p. Siano H = (x) e K = (y). Allora, poiché [G : H] = p ¢& il piu piccolo
primo che divide |G| = pg, H ¢ normale. Inoltre H N K = {e}, dacché |[HNK]| |
MCD(p, q) = 1. Pertanto |HK| = |H||K| =pq = G = HK.

Per il Teorema di decomposizione di un gruppo in un prodotto semidiretto, G ¢ isomorfo
al prodotto semidiretto H x, K con ¢ : K — Aut(H) tale per cui k % [h ~ khk~']. Si
osserva che H = Z/qZ, Aut(H) = Z/(q — 1)Z ¢ analogamente che K = Z/pZ.

Deve inoltre valere anche che |Im ¢| | MCD(|K|, |Aut(H)|) = MCD(p, g — 1). Pertanto,
sepfqg—1, MCD(p,q — 1) =1, e quindi Im ¢ & banale. In tal caso ¢ & la mappa che
associa ogni k all'identita di Aut(H), e quindi G = H x K =2 Z/pZ X Z/qZ = 7/ pqZ,
dove si ¢ usato il Teorema cinese del resto.

Altrimenti MCD(p,q — 1) = p, e quindi Im ¢ puo essere banale (riconducendoci al caso
di prima, in cui G = Z/pqZ), oppure [Imyp| = p, e in tal caso G & isomorfo, pelﬂ il
Lemma 2, a tutti i prodotti semidiretti non banali (e quindi, a meno di isomorfismo, ne
esiste soltanto uno). Tale prodotto semidiretto da luogo ad un gruppo non abelianoﬂ e
pertanto non puo essere isomorfo a Z/pqZ. O

In particolare, si osserva che se G non abeliano ha ordine pq, allora Z(G) ¢ banale.
Infatti |Z(G)| # p, ¢ (altrimenti G/Z(G) sarebbe ciclico, e quindi G sarebbe abeliano),
né tantomeno |Z(G)| = pq.

4B & in effetti un automorfismo dal momento che £ # 0, e quindi £ & un altro generatore di Z/pZ.

SInfatti H = Z/qZ e K = Z/pZ, e quindi i prodotti semidiretti tra H e K sono gli stessi di Z/qZ e
Z/pZ.

6Se H X, K con ¢ non banale fosse un gruppo abeliano, allora {e} x K sarebbe normale. Pertanto,
(W, k") (e, k)(h', k")~ dovrebbe appartenere a {e} x K. Tuttavia vale che:

(W k) (e k) (W K) ™ = (W K k) (o (W), KT = (Wpn(W 1), k),

e quindi dovrebbe valere @i (h') = h' per ogni i’ € H. In tal caso perd gj sarebbe I'identita per
ogni k € K, e ¢ sarebbe quindi in particolare banale.



