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Prodotti hermitiani

Nota. Nel corso del documento, per V si intenderà uno spazio vettoria-
le di dimensione finita n e per φ un suo prodotto, hermitiano o scalare
dipendentemente dal contesto.

Definizione. (prodotto hermitiano) Sia K = C. Una mappa φ : V ×V → C
si dice prodotto hermitiano se:

(i) φ è C-lineare nel secondo argomento, ossia se φ(v, u+ w) = φ(v, u) +
φ(v, w) e φ(v, aw) = aφ(v, w),

(ii) φ(u,w) = φ(w, u).

Definizione. (prodotto hermitiano canonico in Cn) Si definisce prodotto
hermitiano canonico di Cn il prodotto φ : Cn×Cn → C tale per cui, detti
v = (z1 · · · zn)⊤ e w = (w1 · · ·wn)

⊤, φ(v, w) =
∑n

i=1 ziwi.

Osservazione.
▶ φ(u + w, v) = φ(v, u+ w) = φ(v, u) + φ(v, w) = φ(v, u) + φ(v, u) =
φ(w, v) + φ(u, v), ossia φ è additiva anche nel primo argomento.
▶ φ(av, w) = φ(w, av) = aφ(w, v) = aφ(v, w).
▶ φ(v, v) = φ(v, v), e quindi φ(v, v) ∈ R.
▶ Sia v =

∑n
i=1 xivi e sia w =

∑n
i=1 yivi, allora φ(v, w) =∑n

i=1

∑n
j=1 xiyiφ(vi, vj).

▶ φ(v, w) = 0 ⇐⇒ φ(w, v) = 0.

Proposizione. Data la forma quadratica q : V → R del prodotto her-
mitiano φ tale che q(v) = φ(v, v) ∈ R, tale forma quadratica individua
univocamente il prodotto hermitiano φ.
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Dimostrazione. Innanzitutto si osserva che:

φ(v, w) =
φ(v, w) + φ(v, w)

2
+

φ(v, w).φ(v, w)

2
.

Si considerano allora le due identità:

q(v + w)− q(v)− q(w) = φ(v, w) + φ(w, v) = 2ℜ(φ(v, w)),

q(iv + w)− q(v)− q(w) = −i(φ(v, w)− φ(v, w)) = 2ℑ(φ(v, w)),

da cui si conclude che il prodotto φ è univocamente determinato dalla sua
forma quadratica.

Definizione. Si definisce matrice aggiunta di A ∈ M(n,K) la matrice
coniugata della trasposta di A, ossia:

A∗ = A⊤ = A
⊤
.

Definizione. (matrice associata del prodotto hermitiano) Analogamente al
caso del prodotto scalare, data una base B = {v1, . . . , vn} si definisce come
matrice associata del prodotto hermitiano φ la matrice MB(φ) =
(φ(vi, vj))i,j=1—n.

Osservazione. Si osserva che, analogamente al caso del prodotto scalare,
vale la seguente identità:

φ(v, w) = [v]∗BMB(φ)[w]B.

Proposizione. (formula del cambiamento di base per i prodotto hermitiani)
Siano B, B′ due basi di V . Allora vale la seguente identità:

MB′ = MB′
B (IdV )

∗MB(φ)M
B′
B (IdV ).

Dimostrazione. Siano B = {v1, . . . , vn} e B′ = {w1, . . . , wn}. Allo-

ra φ(wi, wj) = [wi]
∗
BMB(φ)[wj ]B =

(
MB′

B (IdV )
i
)∗

MB(φ)M
B′
B (IdV )

j =(
MB′

B (IdV )
)∗

i
MB(φ)M

B′
B (IdV )

j , da cui si ricava l’identità desiderata.

Definizione. (radicale di un prodotto hermitiano) Analogamente al caso
del prodotto scalare, si definisce il radicale del prodotto φ come il seguente
sottospazio:

V ⊥ = {v ∈ V | φ(v, w) = 0 ∀w ∈ V }.
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Proposizione. Sia B una base di V e φ un prodotto hermitiano. Allora
V ⊥ = [·]−1

B (KerMB(φ))
1.

Dimostrazione. Sia B = {v1, . . . , vn} e sia v ∈ V ⊥. Siano a1, ..., an ∈ K
tali che v = a1v1 + . . . + anvn. Allora, poiché v ∈ V , 0 = φ(vi, v) ==
a1φ(vi, v1)+. . .+anφ(vi, vn) = Mi[v]B, da cui si ricava che [v]B ∈ KerMB(φ),
e quindi che V ⊥ ⊆ [·]−1

B (KerMB(φ)).

Sia ora v ∈ V tale che [v]B ∈ KerMB(φ). Allora, per ogni w ∈ V , φ(w, v) =
[w]∗BMB(φ)[v]B = [w]∗B0 = 0, da cui si conclude che v ∈ V ⊥, e quindi che
V ⊥ ⊇ [·]−1

B (KerMB(φ)), da cui V ⊥ = [·]−1
B (KerMB(φ)), ossia la tesi.

1Stavolta non è sufficiente considerare la mappa f : V → V ∗ tale che f(v) =
[w 7→ φ(v, w)], dal momento che f non è lineare, bens̀ı antilineare, ossia f(av) = af(v).
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