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Forma canonica di Jordan reale e prodotto scalare

Definizione. Un prodotto scalare su V' ¢ una forma bilineare simmetrica
( con argomenti in V.

Esempio. Sia ¢ : M(n,K)? — K tale che p(4, B) = tr(AB).

» p(A+ A, B)=tr((A+ A)B) = tr(AB + A'B) = tr(AB) + tr(A’'B) =
©(A, B) + p(A’, B) (linearita nel primo argomento),

» ¢(aA,B) =tr(aAB) = atr(AB) = ap(A, B) (omogeneita nel secondo
argomento),

» o(A,B) =tr(AB) =tr(BA) = ¢(B, A) (simmetria),

» poiché ¢ e simmetrica, ¢ ¢ lineare e omogenea anche nel secondo argo-
mento, e quindi e una forma bilineare simmetrica, ossia un prodotto scalare
su M (n, K).

Definizione. Si definisce prodotto scalare canonico di K" la forma bilineare
simmetrica ¢ con argomenti in K" tale che:

n
90((1‘17 ceey xn)’ (y17 )yn)) - leyz
i=1

Osservazione. Si puo facilmente osservare che il prodotto scalare canonico
di K" ¢ effettivamente un prodotto scalare.

> @(($1,...,$n) + (xllv"wx;w):(yla“wyn)) = Z?zl(xi =+ x/z)yl =
Z?:l [xlyl + x;yl] = Z?:I ;Y + Z?:l l‘é?/z = 90((5517 "‘75571)7 (yla 7yn)) +
(2], ..., xl), (Y1, .., yn)) (linearitd nel primo argomento),

> pla(zr, . zn), (Y1, nyn)) = Doy = adll xy =

ap((x1, ...y Tn), (Y1, .-, Yn)) (omogeneita nel primo argomento),



> ‘P((xla~--;$n)7(yl7-~-73/n)) == Z?:l TiY; = Z?:l Y;i T =
(Y1, -y Yn), (21, ..., Ty)) (simmetria),
» poiché ¢ e simmetrica, ¢ ¢ lineare e omogenea anche nel secondo argo-

mento, e quindi e una forma bilineare simmetrica, ossia un prodotto scalare
su K™,

Esempio. Altri esempi di prodotto scalare sono i seguenti:

» ©(A,B) =tr(ATB) per M(n,K),

> ¢(p(2),q(z)) = p(a)g(a) per K[z], con a € K,

> o(p(z),q(z)) = ZZ 1p($1)q(l‘i) per Kz], con 21, ..., z,, distinti,

> o(p(x),q(x)) = f p(z)q(z)dx per lo spazio delle funzmm integrabili su
R, con a, b in R,

n
> o(z,y) = QTAQ per K", con A € M(n,K) simmetrica.

Definizione. Sia'! K = R. Allora un prodotto scalare ¢ ¢ definito positivo
sev#0 = p(v,v) > 0.

Esempio. Il prodotto scalare canonico di R™ e definito positivo: infatti
o((T1, ey Tn), (T1y ey xp)) = Db 2?2 =0 <= x;, =0,V1 <i<n
— (1,...,2p) = 0.

Al contrario, il prodotto scalare ¢ : R? — R tale che ¢((x1,2), (yl,yg)) =
21y1 — T2y2 non & definito positivo: o((z,v), (z,y)) =0, V (z,y) | 22 = 32,
ossiasey=x 0y = —x.

Definizione. Dato un prodotto scalare ¢ di V, ad ogni vettore v € V si
associa una forma quadratica ¢ : V — K tale che ¢(v) = ¢(v,v).

Osservazione. Si osserva che ¢ non ¢ lineare in generale: infatti ¢(v+w) #
q(v) + q(w) in R™.

Definizione. Un vettore v € V si dice isotropo rispetto al prodotto scalare
¢ se q(v) = p(v,2) = 0.

Esempio. Rispetto al prodotto scalare ¢ : R? — R tale che
o((x1,72,23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1Y1+T2y2—23Y3, i vettori isotropi (x,y, 2) sono

quelli tali che 22 4 y? = 22, ossia i vettori stanti sul cono di eq. 2 +1y? = 2.

In realtd, la definizione & facilmente estendibile a qualsiasi campo, purché esso sia
ordinato.



Osservazione. Come gia osservato in generale per le app. multilineari, il
prodotto scalare € univocamente determinato dai valori che assume nelle cop-
pie v, v; estraibili da una base B. Infatti, se B = (V1,.s V), U= Zle a;v;

cw= 25:1 Biv;, allora:

pluw) = D B e(vi,v).

1<i<j<k

Definizione. Sia ¢ un prodotto scalare di V' e sia B = (v1, ..., v,) una base
ordinata di V. Allora si denota con matrice associata a ¢ la matrice:

Mg(p) = (#(vi; v)))i, j=1—n € M(n,K).

Osservazione. Si possono fare alcune osservazioni riguardo Mg(p).

» Mp(p) ¢ simmetrica, infatti ¢(vi,v;) = ¢(v;,vs) per definizione di pro-
dotto scalare, o o

> (v, w) = [u] 5 Ms(p) [w]s.

Teorema. (di cambiamento di base per matrici di prodotti scalari) Siano
B, B' due basi ordinate di V. Allora, se ¢ ¢ un prodotto scalare di V e
P = ME/ (Idy ), vale la seguente identita:

Mg (p) = PT Mg P.
SN—— ~

A A
Dimostrazione. Siano B = (vi,...,v) e B’ = (wy,...,w,). Allora Aj; =
pw;, wy) = [w;]sAlw;ls = (P")TAP? = PT(AP)) = (PTAP);;, da cui la
tesi. O

Definizione. Si definisce congruenza la relazione di equivalenza ~ definita
nel seguente modo su A, B € M(n,K):

A~B < 3P cGL(n,K)|A=PTAP.

Osservazione. Si puo facilmente osserva che la congruenza e in effetti una
relazione di equivalenza.

» A=1TAl = A~ A (riflessione),

» A~B = A=P'BP = B= (P APl = (P H)TAP! —
B ~ A (simmetria),

» A~B = A=P'BP, B~C = B =Q'CQ, quindi A =
PTQTCQP = (QP)TC(QP) (transitivita).



Osservazione. Si osservano alcune proprieta della congruenza.

» Per il teorema di cambiamento di base del prodotto scalare, due matrici
associate a uno stesso prodotto scalare sono sempre congruenti (esattamente
come due matrici associate a uno stesso endomorfismo sono sempre simili).
» Se A e B sono congruenti, A = PTBP = rg(A) = rg(P'BP) =
rg(BP) = rg(B), dal momento che P e P sono invertibili; quindi il rango
¢ un invariante per congruenza. Allora ¢ ben definito il rango rg(y) di
un prodotto scalare come il rango di una sua qualsiasi matrice associata.
» Se A e B sono congruenti, A = PTBP = det(A) = det(P'BP) =
det(P ") det(B)det(P) = det(P)%det(B). Quindi, per K = R, il segno del

determinante € invariante per congruenza.

Definizione. Si dice radicale di un prodotto scalare ¢ lo spazio:

Vi={veV|pww) =0YweV}

Osservazione. Il radicale di R™ con il prodotto scalare canonico ha
dimensione nulla, dal momento che Vv € R™ \ {0}, ¢(v) = ¢(v,v) > 0.

Definizione. Un prodotto scalare si dice degenere se il radicale dello
spazio su tale prodotto scalare ha dimensione non nulla.

Osservazione. Si definisce I’applicazione lineare v, : V' — V* in modo tale
che a,(v) = p, dove p(w) = ¢ (v, w).

Allora V* altro non & che Ker ay,. Se V' ha dimensione finita, dimV =
dim V*, e si puo allora concludere che dim V+ > 0 <= Kera, # {0} <
a, non ¢ invertibile (infatti lo spazio di partenza e di arrivo di o, han-
no la stessa dimensione). In particolare, o, non e invertibile se e solo se
det(ay,) = 0.

Sia B = (v1,...,vn) una base ordinata di V. Si consideri allora la ba-

se ordinata del duale costruita su B, ossia B* = (vi ,...,%). Allora
o(vi, v1) p(v1,vi)

ME. (ap)" = lag(vi)]s = : = : = Mp(p)".

@(ﬂvvj) & simmetrica @(Ujaﬂ)
Quindi M. (ay,) = Mp(y).

Si conclude allora che ¢ ¢ degenere se e solo se det(Mg(y)) = 0 e che
V+ = Ker Mp(¢) con l'isomorfismo ¢ il passaggio alle coordinate.



