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Nel seguito, K € un campo, n e m due interi positivi.

Esercizio 1.
Data la matrice quadrata A = (a;;)i=1,..n € M(n,C) e & € C, definiamo la matrice quadrata
j=1l,..n
a) Per quali @ € C A ¢ B hanno lo stesso rango?
b) Per n = a = 2, per quali A il sistema lineare Az = 0 ha le stesse soluzioni del sistema

lineare Bz = 07

Esercizio 2.

Dati ay,...,am,b1,...,b, € K consideriamo la seguente matrice di taglia m x n a coefficienti
mn KC A = (ai]')i_:i,m,m dOVe aij = a; — b]'.
§= 00,10

a) Determinare i possibili valori di rnk(A).

b) Rispondere alla stessa domanda nel caso n = m, a; = b; per ognii =1,...,n, ¢ K ha
caratteristica diversa da 2.

Esercizio 3.
Determinare il rango della matrice quadrata reale di ordine n

0 1 2 -eeon—1
-1 0 1 R
—2 -1 0 e m—3
1-n 2—n 3—n --- 0

Esercizio 4.
Fissata M € M(2,R), consideriamo l'applicazione Cy; : M(2,R) — M(2,R) data da
Cu(A) = MA— AM, per ogni A € M(2,R).

a) Mostrare che C); ¢ lineare e non ¢ mai surgettiva.

b) Calcolare la matrice di Cj; nella base standard di M (2,R) e dare condizioni necessarie
e sufficienti per cui rnk Cy; = 0.

c) Mostrare che I, M, M? M* non possono essere linearmente indipendenti.

d) Irisultati precedenti (con le dovute modifiche) sono veri per matrici quadrate di ordine
arbitrario n su un campo arbitratio K?
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Esercizio 5.

1 1 -1 0
Consideriamo i seguenti vettori di R*: v, = (é), Uy = (_12), Vg = <_11>, Uy = (g)
0 1

Per ognuno dei punti seguenti, costruire se esiste, o dimostrare che non esiste, una appli-
cazione lineare f : R — R® che soddisfi le richieste date. Le richieste sono cumulative, se
possibili: ad esempio, nel punto d), sono incluse le richieste dei punti a), b) e ¢), ma solo
quelle per cui una tale f esiste.

a) flu) = <_§1> fluy) = (%1) flug) = (

Esercizio 6.
Siano X,Y € M (3,K) tali che Y X —X?Y? = XY —-Y?2X? = [,. Consideriamo le applicazioni
lineari fy, fy : K® — K® date dalle matrici X e Y.

a) Supponiamo esista v € K3, v # 0, tale che v € Ker(fy). Mostrare che allora B =

{v, fx(v), f&(v)} & una base di K* e descrivere le matrici associate a fx e fy in tale
base: ME(fx) e ME(fy).

b) Mostrare che se K ha caratteristica diversa da 2, un v come al punto a) non esiste.
Dedurne che in tal caso X e Y sono invertibili.

¢) Mostrare che b) rimane vero se rimpiaziamo 3 con n. Inoltre mostrare che (con le
stesse notazioni di sopra) Span(v, fx(v),..., f¥(v)) ¢ fy-invariante.

Esercizio 7.

Data A € M(m,n,K), una inversa generalizzata di A ¢ una X € M(n,m,K) tale che
AXA=A.
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a) Mostrare che se A ¢ invertibile, A ammette un’unica inversa generalizzata.
. . . . (I 0
b) Determinare tutte le inverse generalizzate della matrice a blocchi 0 .
¢) Mostrare che ogni A € M(m,n,K) ammette un’inversa generalizzata (in generale non
unica).

d) Se X ¢ un’inversa generalizzata di A, poniamo W = fx(Im(f4)). Mostrare che W &
un supplementare di Ker(f4).

Esercizio 8.
Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e sia B = {v;,...,v,} una base di V. Per
i=1,...,n,sia X; = B\ {v;} e W; = Span(X,).

a) Calcolare la dimensione di Wy N ---N Wy per k=2,...,n.

b) Fissata B € M(1,n,K), B # 0, sia A € M(n,K) tale che per ogni i = 1,...,n, la
matrice ottenuta da A rimpiazzando la i-ma riga con B non ¢ invertibile. Mostrare
che anche A non ¢ invertibile.

Esercizio 9. Sia V' uno spazio vettoriale e f : V' — V una applicazione lineare. Mostrare
che le seguenti sono equivalenti.

a) f|1mf :Im f — Im f € un isomorfismo.

b) L’applicazione lineare indotta da f sullo spazio quoziente V/f(er I3 f : V/f(er f — V/f(er f
data da f([v]) = [f(v)], per ogni [v] € V/f{erf’ ¢ un isomorfismo.

c) V=Kerf®Imf.

d) Esiste W C V sottospazio f-invariante supplemetare di Ker f tale che f|w W =W

€ un isomorfismo.

Esercizio 10.
Per ognuna delle affermazioni seguenti, dimostrare che € vera o produrre un controesempio.

a) Dati Wi, Wy, W sottospazi dello spazio vettoriale V', allora
(Wh 4+ Wa) N (W + W3) N (W + Wh) = (Wh + (Wa N W) N (Wa + (W3 N TY))

b) Se A, B € M(n,K) sono simili, allora tr(A?) = tr(AB).

¢) Fissato un isomorfismo h : V' — V di uno spazio vettoriale V, il sottoinsieme di L(V, V)
datoda E={f:V — V| f ¢ lineare e h 4+ f ¢ un isomorfismo} ¢ un sottospazio.
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O.. S verifica innanzlotte che Cy ¢ lineare:
() Cn(A+8) = M(A4B)_ (A+B)M = HA+HB - AM—Bu -
= WA-AM 4+ MB-en - Cu(p) +Cu(B), ¥ A, BE M (X, R).
(i) Cu(otA) = MoLA) ~(oLB)M = LNA - oLl AN = oL(MA—AM) = o Cn (A),

VNVoueR, Ae n(L,R).

Poiche Cu € wn endo morfismo , Cu & Sur%dtu’é e solo se e



imetiva. Peiche MI=TM ¥ ME M(L,R), TE Ker Cy, o qrnd:

Kexr Cu # {Q} DU\N:\UQ, Cu won € wiedliuy, e quindi  neanche

Sur%e.ﬂ-luk.

b. S Compila  Cu  nalla  base ® [ E4a, Ean. Baa, Ean} dats
o b
M=(<_ A) € M(%,R):

O cafen - (8 () -(GAEN-(22)-C2):

D 2l ro b o o ¢ d
(_!_l) C—H(E‘L‘l): (23)(S:>-(°°)(°d)=(0 C—)_<° 0);

() calEnd) = (S35 -(32)5)- (2 5)-(¢ 3):

(L2)

@Mihﬂh n‘i ( (‘H\ - U_Cn(Eu)]Bl [C_n(E-u_\]@,l [CM(EM\]@| LCM(Enﬂ@) =
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HcB(C,M) ka V‘Sv—%o wllo «w o o = ‘f"o‘ﬂ"- v Suo, de,wmd:'
somo willi, 0882 e bzc:zo e a=d. @Qisd le uniche
waltci che, commulapo  con o allra malrice m M (2,R) sowo

della Gorm\a O\—.E,_ con o~ ¢ R.

Lo Se M e m\u\’hf\o d: Ta, chiaramenie To e M won
Souo  linearmente '\uA'.?e,uAem"T, e wS' reanche oaw\f\e-Sio d Ta,

M, N e Mt < duw:\uz, M uwen tww“'f?‘o di Ta.

Se In., M, M? o \"\q‘ fos%ro "\V\QAr'mQ.n-\_e '.ué’.fe,wele,nﬁ ) Fo}c)\e’, Somo
esalawente  dimm M(L,R) =4 eJQ.mo_n‘l';, sarebbero anche wia base d.
M(2,R). Sia duw:\ue A e M(2,R), 3 os, 0. 03,00 rR Tl che

A= osTa+ caM+ oaM® + aeH?. Allora Cyu(A) = O\LC.H(I:Q)‘{'O\'.I.CV\( Y+

=0 o
+ 03 Cu (M) + o CH(H") = 0, ossid rgCn =o.
= o =0

Dal \Duvx’b b guestc € pessible wolo se M & on wmulfiplo & T, 7.
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Cun: M(n, k) = H(n,K),
A — MA-AM,

r‘%CM-—-o @ e SOl %o Mz LT on a2 e k.
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(i) €M = N;J;',.'.'..'..'m”..._: iy
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Nije Nt 4e LI &h. Quindi M= LTy, Viceversa Y A e M(n,K)

MA = (LIn)A= A = L (ATW) = A (oLlTw) = BN, Gost la fes. &



A\ «WOST\-’B-\_S "

Siawo dowgpe Tm, M, M5, M € M(n, k). Se N=oln
—

w elewmewt”

on LK, M o Tm Somo lnearmene d\?o_mduf, e @ |infero
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M(n k) S\B c\ov.ﬂue, P‘ € H(h K); 3 Oa, .. ,U\N\1'€. IK _\—3\ che

-9

A = Oqu 4+ 2__1 o H . Allora Cu(A) = oa Cn(Tw) +
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Da prima, qqu\'S eﬁt};uale. 3 dire che M & M\uHT?IO d Tm, 5. qu\n
Im, M, Ml) MY souo Sempre | nearmenie d‘.?eu:.b_v\_\_i.
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uwn  veltore N € Sfa“(%\u\, ?A\Lﬂ, J}\(\l}_)) C Tam %
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linearmenie. wdipaudente , ed ¢ quadi base. Fonemdo (V) s
detecwmivas £, medo  Tale che:
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&
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() YUY =0 , dacche Y € Wer Ry
(i) YXV = (¥ 4+ Ta)V =V

Gi) YXEV = (WY +Ta) YU = LEYTLU 4+ LU= LYY + LY =

= XA
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€ Span(\V, 4»((&);---/’?*:-1(9_)); dacché par K h tes

€ qid dimcsTrata 2| puwito o
3 3

(Fass.o \oasn.—) ,L\((,?\,,(\\i)} = YAV = (X1Y2+In)>(zl;

XE(xy - Ta) U + ¥ = —xX*U 4+ XU € Span( U, A2 (W),

Y%y = (LY TRy =

(passo ‘.uc\uﬂ':uo) Xy ( %f (V) =
= XWX Tu ¢+ 7(‘4_\)_. Per 1l paswo iwduitivo, Y

K‘L"i y_ &

< Span( i) cee /&,x“—_z (y_)) = 3 Qojy -, Aw-2 < K +a\| C\\Q

-2 . B
Yty - Z_\ 0, )L;( (V).  Allors Y. .Y x v ¢ par ad Y

malTiplicata per  um tombindrione lincare Seavx(_, {\,,( ._),
o A'Juﬂu‘l-; Fq_r i\ ?ano ;\AAU“TUQ eSSy fo‘artm Q 5?31\(,\]_,,,, *v ) (\.U)-

FQI"‘-N\TO 3 bo,..., be.a €I T2l che \(LKK‘ v Z b %, (U)

K‘Z;\o U xS u=

Infine YX“Y = XEYEL Tty o X
X
k-3 Wz k-4 ..
= Zo b X U+ X TV, Packe | massivee czscado d X rela

Y x“Y € Span( v, A (w). V

Sowmnd Q‘, \‘(-’ 4,



S X e Span( Moy ,?\4: (’\_)_)) =) 3 0o, ..., &\n € K Hal e
x= 2o X' V. Allora fy(x)- 7“:\ o fy (x'u). Powhd,

=0

S

" ‘»r—hu\am, ,Q\y (*'v) e Span( V-, ,Q: (V)) VieN|[ien,
X\Y (2(,—\ Yoy SPBV\( Voo, ,?,;\ (!,) . bu\hc\ve_ /%,Y(S?an(y_,/*:(\_l,))) 9
= Span (_V__,..., %2 (\i)) —Q Span (.V..J---; ’%-:(\ (\_).)) e @,Y—'.vwar'.avﬂ'@.

es. 9

——

O. Sa ac M (n,\K). <a A7 13 mdrce werss & AL
TondnzTuls, A & untinesa cae»o.ra\iw'rg. d A: AATA.T.
Sa LEMHN(Nn,K) tale che ALA=H. Mlora A*ALA=T,.=

= XAz Tn. Pochi ["muerSoe € unico, X = A%

b S= A=

— o | ©

In|QO
> H(m,P,\K) N m,pem*\m,p’/n.

S X =('x-,3)'.=1_m un  inuerso awah%:ta‘r'o d A Ao vale la
J-a— P

relazione AXA = A.

[0

ax = | 3 : (Ax) A = Kma - Kony
(@)

—

|0
[0



B\)vuc‘\)e.. Xy = 6;3 ’JE/S €-N*l ctn A J&Nn,) ossia

Tn |V
X = J kU\J , Own VgM(h) F—V\)) UG—M(N"“‘V\J“))

W € M(m—w}?-n)_

C. Sia Ac M(w,n, K). Sa a =tk eN. Alora vale

Te|Q
Souvamente  che A Ny (TL{——Z—; , osa J P e 6L(m,K),
A e Gl(n,k) tal dhe:

Ie | ©
F\-_P<2 2)@..

\)L l UJ!‘)/ ton V €V\(h, F-V\)) U G—M(I\m—h,h)J
(wn-n)p-n).

Allora , par 1 pofe b, , TTL =T. Delffe 6@ TP,

< Ue,r‘\E‘.c,a che:
AGA= PTAA ‘TP PTIO = PTTT G =PTa.= A.

Buw:\ve. G & un nuerso %,e,ne_ral;aa‘l'o d A.



é_._ S: dimesTra  imnanzlilo che  dim (Ker Ax 0 L {LA) =0,
Sia v__e(\(er%,x (\I‘N*.A\. Allora 320_6 K“l V=8fw =
—’—EPAX.\_’.zg‘LﬂU_J_=A_w_'-=>A\_-_U_=Q_A=> V=0 . Quind. KE-\"/R,x(\IM\¥A={,Q},

(=)

ossia dim (Ker *‘x 0 T J&a) =0,

buwo\ue_ Siomn (U\)-l-\(zr %A) = dwm W + dim K.Qr,g,a - d}w\(w(\\(zt-%q)z
do\& A'\M\ W = AiNﬂ *“X\I’m%g = r%,'ﬁ - dimw&x"_[m‘?\ﬁ:
= ro & - dinm (\(—Qrw = oA

=0

Perfadfe  dim (W + kar 4a) = e A+ Kar Ra - diwn (W 0 Ver L) =
G — 9

= h - dim(W0wer La). n

S owrifica dhe dimn (W 0 Uer «Yw«) =0. Sia ve W nKer Ra. Allora
Fwe K'| L=xaw = AV = AXAW = AW => AW =0 = U =0,
e~
=9
Guindi W 0 ker Aa = fo} = dim(W n ker Aa)=0. Allora
iron (L)J-l-\(zr %A) =N = W + kKer *p, = \Kh. Poiche
W N Ker *P& = &9-} ) \)\) @ k.e,r /%,A = IKh ) ©ssia W e un

Su?‘ale_men"'aro. d Wer ‘24\.



0. Si dmosTra che, dfi ABEC ®, Span(R) A Span (@) -
= Span (A n B). Chiavawedle Span(ANB) € Span(a) n Span(B)-
Sa ora VU € Span(A) n Sfan(e). Sih ANB ={<‘-_«,..., cr} wn renN.
Sisne A =ch._1,..., Cr) Orvasoy Om} e B = {c_4,..., Crs Breares Pu} con mnen.

Allora 3 ola,..., olpn, PA.,..., Pv\ e K i cdhe:

V= g Cad - + odon O

V= RBa C_A_._-\-..."‘Fh&\_ = (OL,_-B1) C;1+"'+(°(V"F"')C_'£+'°‘r+4&r+4+
++0LMQ_m— Pr+4bp.‘.4_+---— ﬁn_b_ylsg.
Poché AUB S B & linearwente iud:?e;,\:he_vdi, oki = B, VieNliér)
ody= 0 ‘n‘geN( ressm e by=o \*KelN( reKsS n. buu‘u& ve

e Sf‘an (P« [\ 6). Pertanto SFav\(P\) ) Sfam (®) & SPan(ﬂ n2). Allora
Span(A) N Span(B) = Span (A n@).

Allora W4 n - 0 U\)K.. = Span(@\ i\b_;,\ﬁ-}); la < dimensione &

n-K Po}ché, @ \ {' \L:_. sy U_l(} e liheﬂhme.rd—?_ '\‘M‘s]F@de,ﬁfQ..



b. S assoma inmalmenle A invertibile. Allora YN N VU o
linearments indipendedite. Dacche |Bl=n, B € ue base d& K" Dal mawenlo
che B#o, (B} ¢ lncarmendte indipendaeite . S PUO‘ cluu:\\ﬂ. cmv\pld'am {B}
won la base & a wna base @; =(CB\{P-‘.D U {B] cn ieN"|itn.
Tulhua @ nkon & wa) linearmeste w;pm‘ta, dacehe ¥ = (ﬁ?_}- }' won
& wai inverlibile con TENTlith per ipofesi, e dunqe rg ki <n, 3.

Quwdi A won & invertibile.
es.9
(i) (o) ¢<= (L)

(=) sa vl e Ke,r:!l. Allora ;{:(U_]) =[/¥~(!)]= ker R =
= fW ckerR S opemss w ¢ Kerp . Ao JY) £
sppacfiene ad T . Dacche L lzmwg € un isoworfiswmo,
AW 20 = L(4(W) #0 = L(u) & ker L, 7. Dugue ue
cKer ko Ker R =lierd] = £ & imedfa. Sia oms we
V. Poiche A(w) € Twm L o '?\«\Im}(\ ¢ un iSomerfiswo, JVE
T L tale che fL(y) = (W) = yv-we ker L = [V]-[w]
Docche v e Twm L, AxeVN | U= L(x) Prtanto ¥ [wleVfterd

3 [x] € Viker L l 41([”_6])‘: [w], ossia ,@, e Sur%e_ﬂ'iua.



N

bvwc\oe., &, & un 'ﬁomrF.SmO.

(=) Sa v e KHJ@-(L«.%, alora I xeV ( v=A(x). L(D_ﬂ) =
= [ 4(«d] = [v] - [q] imnplics (%] = (2] dacche R
s xeker R = R(D=uvzo. Qund Kor flg.qg=(c] =
= Llowp @ welivs. Sia ora ve I L. Allora AxeV|
Yo 40, Poiené £ ¢ surgetioa, T we V| (flw)]-[x)=
— J ke ker p| Rlw) = xr = A(4(w) = £(x) + R(K),.
Sia L=f(w) e T, si 2 dllora dimostealo che £ (i)=Y, ossia
che YUeETw R Iwelml| L(w) =y, quadi che Rlomg

Soraefﬂ':u;. Fertanto % IIm [y e un iSomear £ismmo.
() (k)<= (c)

(=>) Poiche 4\, e oun iSomor{"snmo, | JveV 3 w e\ I [%(\ﬁﬂ-‘-\—_\.’._],
ossa o K e Yer ,?,\ N o= L (w) + K € Ker £ + Im*_. Quindi  V E
€ Tmf. CElerf
Kev *-&—Im L. Poiche d'altra parte Ker R + Im L SV, st ricava che
Vater L +Tm Q. Sia ora L e ker L NTwm Q. Poiche ve Twmf, Fwe
e N | v=Qlw). }l([__uﬂ) = (p(w) = [v] = (€] implica, dacche f[: e un

iSomorfismo, che (w] =[0], oss® che W e Ker R. Allora v = Alw)=0.

@UMA‘ Kor -?. 0 Tam g\z "9_} Si onclude dU\a.C‘\.ﬂ. e \] = Kﬂ*@ Tomn .,F,



(é’—-—\ Porehe V= Ker R @ Tw £, ¥y eV T weV, ke l(.erzk\

V= A(w)+ K = YuveV 3 weV | :Y:,([\ﬁ])-— V], ossia J/{:e‘, Surxlriua.
Sia ora VeV | ,"1(\'_\:_]) =[h(ui)=(2]. Allora 3 ke ver R| L(y)=
K. Dacché Yerf e Twm R Sowo n somma dirdla, (V) € Ker R N
T f= R(W) =0, esin (¥]=(9), quindi Ker §={[ej=>

n N
= L ¢ ineffia. Si conclude allora che € un isomor{ismo.

(i) (c)e=(4d)

(=>) PO'\C—N’L (g) P }FOTQS'- e wra; essemdo (&) e,c‘u'-va\q,n'\'é,
a (b) e (b)) e,c‘\)"ua\Q-\nTe, ad (o)) anche (&) & wra. Allora

Town % 2 un sul‘)\)le,anTarQ. d. Kzr{& Tale. dhe *‘IM\«Q\, S uy

\Somv‘fiSNv\o.

(=) S dimosta e W =Tl Siz wewW. Poichs Klw ¢ v
isomorfismo F VY eW [ wa= k(YY) = we Tm L, ossa che
WETwm L. Sz ora ¥ € Im £ Alord Txe V| v=4(x)
Poiche Veker L ® W, Fekarf, wew| x=Lkiw,
da o V= L(k+w) = LK)+ L(w) = L(w) Dacche W &
J-inariadte, W= f(w) e W Duge Tw s w Valedo la

AOPP'\B mclusione S deduce che W = T R.. ossia che V=



=K2r%ea’ljma.
esS. 1o
O 5'.3 V=R" ¢ siamo w.j,:SFBV\(Q_J;L), W2~=593n(e;_7.\ 2

W?)"Spah(ea_‘l--FQ_Q_). Wa N W, Wae N Wz o Wa N Wz sow

Tutts uodu‘a\“ A {9} Perfanto W4 +W2 = Wa+W3 = Wit Wh =

.Y - RY Allors  (Wat wa) N (Wakwa) N
Wa ws N (We+Wa) = RPqa R A R* = R*# (0] -
o N wa 6 W = (Wa+ [o]) & (we +{o])=
y = (Wae+ (Wa AWa)) 0 (Wa + (Wa N Wa).

Perfavﬂ'é I‘aﬁ’-q.rma%\ov\e, e -(—‘3\5&.

b. Sa A= (2 i) € M(L,K) ¢ sa P- (i:) € 6L(2k).
Sa B-PAP ™ = (02). Per defiitione, Ae B somo sl
Al (’53)“(: 2) e - (o 3)o0): )

Tottawia e (AY) = 5 # 4= tr(ag). Pertanto I'affermazione &
Falsa.



C. Sawo V=R ¢ wW-Td -2h e h appar’reucyomo antTrambo:
ad E daCLké, -h ¢ 2h 2awwetiomo ) r'.quj\'mam\e_ﬁ\’e, ) e

43:'_ K™ Come nerde, & Somo Au»wa‘ue, 1Somor Lismni. Toffauiy, Se

E fesse sollospalio, dncke -Lh+h dourebbe apparfesere 3d €,

e o\ow:‘ub ~ahthth = o  doureb essere. un '.Somr@s'mo, @

Portants | a«;@r«v\at;om & Falsa.



