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1 Introduzione al prodotto scalare

Nota. Nel corso del documento, per V, qualora non specificato, si intendera uno spazio
vettoriale di dimensione finita n.

1.1 Prime definizioni

1.1.1 Prodotto scalare e vettori ortogonali rispetto a ¢

Definizione (prodotto scalare). Un prodotto scalare su V' & una forma bilineare
simmetrica ¢ con argomenti in V.

Esempio. Sia ¢ : M(n,K)? — K tale che ¢(4, B) = tr(AB).

» p(A+ A, B) =tr((A+ A")B) = tr(AB + A'B) = tr(AB) + tr(A'B) = (A, B) +
¢(A’, B) (linearita nel primo argomento),

» o(aA, B) =tr(aAB) = atr(AB) = ap(A, B) (omogeneita nel primo argomento),

» o(A,B) =tr(AB) =tr(BA) = (B, A) (simmetria),

» poiché ¢ e simmetrica, ¢ ¢ lineare e omogenea anche nel secondo argomento, e quindi
¢ una forma bilineare simmetrica, ossia un prodotto scalare su M (n, K).

Definizione (vettori ortogonali). Due vettori v, w € V si dicono ortogonali rispetto
al prodotto scalare ¢, ossia v | w, se ¢(v,w) = 0.

Definizione. Si definisce prodotto scalare canonico di K" la forma bilineare simmetrica
o con argomenti in K" tale che:

n
90((:617 "'7xn)a (yla ceey yn)) - Zajlyl
i=1

Osservazione. Si puo facilmente osservare che il prodotto scalare canonico di K™ e
effettivamente un prodotto scalare.

> (P((xlv ,[En) + ('/I"?lv "‘7‘%.{/1)7 (ylv 7y'fl)) = Z?:l(xi + x;)yl = Z?:l [xlyl + xiyl] =
Yo xiyi + >y = (21, s n), (Y1, - Un)) (@], o 20,), (Y1, -5 yn)) (linearitd
nel primo argomento),

> QO(O[(.’El, ceey xn)a (ylu ceey yn)) - Z?:l ar;y; = & Z?:l TiYi = 0490(@17 ceey xn)u (ylv ceey yn))
(omogeneita nel primo argomento),

> (@1, ey @)y (Y1, s Yn)) = Dorq Tili = g Yii = (Y15 -y Yn)s (T1, oy T)) (SIM-
metria),
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» poiché ¢ e simmetrica, ¢ e lineare e omogenea anche nel secondo argomento, e quindi
¢ una forma bilineare simmetrica, ossia un prodotto scalare su K.

Esempio. Altri esempi di prodotto scalare sono i seguenti:

» ©(A,B) =tr(A"B) per M(n,K),

> o(p(x),q(x)) = p(a)q(a) per Kz], con a € K,

> o(p(z),q(x)) = ZZ lp(m,)q(a:i) per K[z], con z1, ..., z, distinti,

> o(p(x),q(z)) = f p(z)q(z)dx per lo spazio delle funz1on1 integrabili su R, con a, b in
R,

> o(z,y) =z Ay per K", con A € M(n,K) simmetrica.

1.1.2 Prodotto definito o semidefinito

Definizione. SiaE] K = R. Allora un prodotto scalare ¢ si dice definito positivo
(p>0)seveV,v#0 = ¢(v,v) > 0. Analogamente ¢ ¢ definito negativo
(p<0)sev#0 = ¢(v,v) < 0. In generale si dice che ¢ & definito se ¢ definito
positivo o definito negativo.

Infine, ¢ ¢ semidefinito positivo (¢ > 0) se ¢p(v,v) > 0 Vv € V (o semidefinito
negativo, e quindi ¢ < 0, se invece p(v,v) < 0 Vv € V). Analogamente ai prodotti
definiti, si dice che ¢ & semidefinito se & semidefinito positivo o semidefinito negativo.

N

Esempio. Il prodotto scalare canonico di R"™ & definito positivo:  infatti
(21, ey ), (T1y ey ) = o 22 > 0, s (71, ..oy Ty) # 0.

Al contrario, il prodotto scalare ¢ : R? — R tale che ¢o((21,72), (y1,%2)) = T1y1 — T2¥2
non ¢ definito positivo: ¢((z,y), (z,y)) =0,V (z,y) | 22 = 3>, ossiase y =z 0 y = —z.

1.2 1l radicale di un prodotto scalare

1.2.1 La forma quadratica ¢ associata a ¢ e vettori isotropi

Definizione. Ad un dato prodotto scalare ¢ di V si associa una mappa q : V — K,
detta forma quadratica, tale che ¢(v) = (v, v).

Osservazione. Si osserva che ¢ non ¢ lineare in generale: infatti ¢(v+ w) # q(v) + q(w)
in R,
Definizione (vettore isotropo). Un vettore v € V si dice isotropo rispetto al prodotto

scalare ¢ se q(v) = p(v,v) = 0.

Definizione (cono isotropo). Si definisce cono isotropo di V rispetto al prodotto
scalare ¢ il seguente insieme:

'In realtd, la definizione & facilmente estendibile a qualsiasi campo, purché esso sia ordinato.



1 Introduzione al prodotto scalare

Cl(p) ={v e V [ p(v,v) =0},
ossia l'insieme dei vettori isotropi di V.

Esempio. Rispetto al prodotto scalare ¢ : R? — R tale che o((z1, 72, 23), (y1,%2,¥3)) =
T1y1+T2y2—T3Y3, 1 vettori isotropi sono i vettori della forma (z, y, 2) tali che 22442 = 22,
e quindi CI(¢) & I'insieme dei vettori stanti sul cono di equazione z? + 32 = 2.

1.2.2 Matrice associata a ¢ e relazione di congruenza
Osservazione. Come gia osservato in generale per le applicazioni multilineari, il prodot-
to scalare ¢ univocamente determinato dai valori che assume nelle coppie v;, v; estraibili

da una base B. Infatti, se B = (vi,...,v), v = Zle Qv e w = Zle Bivi, allora:

k k

plv,w) => > aife(vi,v)).

i=1 j=1

Definizione. Sia ¢ un prodotto scalare di V' e sia B = (vy, ..., v,) una base ordinata di
V. Allora si definisce la matrice associata a ¢ come la matrice:

Mg(p) = (#(vi; v)))i, j=1—n € M(n,K).

Osservazione.

» Mp(p) e simmetrica, infatti ¢(vi, vj) = p(vj,v;), dal momento che il prodotto scalare
¢ simmetrico, o o

> (v, w) = [v]f Mp(p)[w]s.

Teorema. (di cambiamento di base per matrici di prodotti scalari) Siano B, B’ due basi
ordinate di V. Allora, se ¢ € un prodotto scalare di Ve P = M, g/ (Idy ), vale la seguente
identita:

Mg (p) = PT Mg P.
~—— ~~

A/
Dimostrazione. Siano B = (vi,...,v) € B = (wy,...,w,). Allora A}; = p(w;,w;) =
[w;] s Alw;]s = (P")TAPI = PT(AP)} = (PT AP);;, da cui la tesi. O

Definizione. Si definisce congruenza la relazione di equivalenza = (denotata anche
come =) definita nel seguente modo su A, B € M (n, K):

A=2B & 3pcGL(n,K)| A= PTAP.

Osservazione. Si puo facilmente osservare che la congruenza ¢ in effetti una relazione
di equivalenza.
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» A=TITAl = A=A (riflessione),

» A¥B = A=P'BP = B= (P AP ' = (P)TAP! — B=x=A
(simmetria),

» A2B B=2C = A=P'BP,B=0Q'CQ, quindi A = PTQTCQP =
(QP)TC(QP) = A= C (transitivitd).

Osservazione. Si osservano alcune proprieta della congruenza.

» Per il teorema di cambiamento di base del prodotto scalare, due matrici associate
a uno stesso prodotto scalare sono sempre congruenti (esattamente come due matrici
associate a uno stesso endomorfismo sono sempre simili).

» Se A e B sono congruenti, A= PTBP = rg(A) =rg(P'BP) = rg(BP) =rg(B),
dal momento che P e P" sono invertibili; quindi il rango & un invariante per congruen-
za. Allora si puo ben definire il rango rg(¢) di un prodotto scalare come il rango della
matrice associata di ¢ in una qualsiasi base di V.

» Se A e B sono congruenti, A = P'BP = det(4) = det(P'BP) =
det(P") det(B) det(P) = det(P)? det(B). Quindi, per K = R, il segno del determinante
€ un altro invariante per congruenza.

1.2.3 Studio del radicale V! attraverso Mjy(yp)

Definizione. Si definisce il radicale di un prodotto scalare ¢ come lo spazio:
Vi={veV|pww) =0VuweV}

Osservazione. Il radicale del prodotto scalare canonico su R™ ha dimensione nulla, dal
momento che Vv € R™\ {0}, ¢(v) = p(v,v) >0 = v ¢ V*. In generale ogni prodotto
scalare definito positivo (o negativo) ¢ non degenere, dal momento che ogni vettore non
nullo non ¢ isotropo, e dunque non pud appartenere a V-.

Definizione. Un prodotto scalare si dice degenere se il radicale dello spazio su tale
prodotto scalare ha dimensione non nulla.

Osservazione. Sia o, : V — V* la mappaEI tale che a,(v) = p, dove p(w) = ¢(v,w)
Vo, weV.

Si osserva che «, € un’applicazione lineare. Infatti, Vv, w, u € V, ay,(v + w)(u) =
plutw,u) = (v, u) +pw,u) = ap(v)(u) +apw)(w) = apt+w) = ay(v)+ay(w),
Inoltre Vv, w € V, X € K, ay(Av)(w) = p(Av,w) = dp(v,w) = day(v)(w) =
ap(Av) = Aay(v).

Si osserva inoltre che Ker a, raccoglie tutti i vettori v € V tali che ov,w)=0Ywe W,
ossia esattamente i vettori di V1, per cui si conclude che V- = Ker a, (per cui Vte
effettivamente uno spazio vettoriale). Se V' ha dimensione finita, dim V' = dim V*, e si

2In letteratura questa mappa, se invertibile, & nota come isomorfismo musicale, ed & in realtd indicata
come b.



1 Introduzione al prodotto scalare

puo allora concludere che dimV+ > 0 <= Kera, # {0} <= a, non ¢ invertibile
(infatti lo spazio di partenza e di arrivo di a, hanno la stessa dimensione). In partico-
lare, a, non & invertibile se e solo se det(a,) = 0.

Sia B = (vi,...,vn) una base ordinata di V. Si consideri allora la base ordinata
del duale costruita su B, ossia B* = (v],...,v;). Allora ME. ()t = [ap(vi)lg =

w(vi,v1) (v, vi)
: N | = Ms(e)'. Quindi Mg (ay) = Ms(e).
@(ﬂ? UJ) ¢ & simmetrica QD(’UJ, ﬂ)

Si conclude allora che ¢ & degenere se e solo se det(Mgp(p)) = 0 e che V- = Ker Mg(yp)
mediante I'isomorfismo del passaggio alle coordinate.
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